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Apresentacao

A econometria das séries temporais estd Jigada o um grande naumnero de pro-
blemas ccondmicos e Hnanceiros. Agueles que ndo acessam esse instrumental
(ém sérias dificuldades para realizar andlise cconométrica em uma varicdade
de campos da economia. Alem disso, nao conseguem acompanhar grande parte
da literatura aplicada, em que as lerramentas de séries de tempo sdo utilizadas.
Quando as pessoas ndo possuem o conhecimento Wenico, Aca-lhes diticl avaliar
a verdadeira contribuicio da andlise empirica para conhecer a realidade.

O livro Economelria de sivies temperais do professor Rodrigo De Losso da
Silveira Bueno veio preencher uma lacuna importante nas publicagoes sobre
econometria de séries temporais no Brasil. Faltava uma publicagdo em portugues,
na qual o assunto fosse tratadn com rigor, mas sem perda do senso pritico. Nesta
obra, o rigor ¢ a simplicidade procuraim caminhar junltos,

Apds a apresentagio das definigoes bdsicas, uma discussio do conceito de es-
tacionaridade ¢ levada a eleito. Os modelos ARMA sio apresentados, ¢ métados
de estimacao sao discutidos. A atualidade do livro porde ser vista no capitulo
destinado a0 métodoe de esiimacio conhecido como método generalizado dog
momentos, GMM. A relacdo entre varidgvels estaciondrias ¢ estabelecida, até
mesmo sob expectativas racionais, Em seguida, discutem-se suas propricdades

¢ as circunstincias para scu uso Sa0 elaboradas,
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J& dentro da perspectiva de varidveis ndo estaciondrias, inicialmente o mo-
delo VAR & introduzido, com uma discussao sobre as caracteristicas do modelo
como proposto originalmente por Chistopher Sims. A versao do modelo com
variaveis estaciondrias completa a discussdo do VAR.

O conceito de cointegragio € apresentado com propriedade, de forma que
aqueles que seguiram o livro e aprenderam ndo terdo problemas em entender
esse importante conceito da econometria de séries de tempo. O mesmo ocorre
para os modelos GARCH.

Os apéndices apresentam o instrumental matemético necessdrio para a com-
preensdo dos conceitos discutidos.

O titulo contém exemplos e exercicios que contribuirdo para consolidar o
aprendizado,

E uma leitura que recomendo tanto para alunos de graduagdo quanto para
alunos de pés-graduagio e profissionais interessados em macroeconomia e finan-
cas. Obviamente os professores também terdo uma boa oportunidade para se reci-
clar, ja que o livro € moderno no seu contenido, assim como na sua apresentacao.

Denisard C. O. Alves

Professor Titular do Departamento de Economia da Faculdade de Economia,
Administragao e Contabilidade da Universidade de 5do Paulo
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Prefacio

A econometria é usada para explicar fatos passados, testar teorias e prever
resultados de politicas ou eventos futuros, Esses objetivos se misturam no livro,
mas enfatiza-se a necessidade de 0s modelos serem sempre economicamente
fundamentados, a fim de evitar endogeneidade, regressio espiiria, omissdo de
varidveis, entre outros problemas. O fundamento econdmico também serve para
definir restri¢des sobre as equagdes do modelo e, ainda, para definir o papel do
erro na estimacdo, haja vista que a informagdo do econometrista nem sempre
coincide com a dos agentes econdmicos.

Nio obstante, é comum ignorar esses fatos, dando ensejo a criticas sobre
os resultados e ao papel das expectativas racionais nas dindmicas observadas.
O ponto central deste livio — o estudo de técnicas de séries femporais para
estimacio de modelos, inferéncia e avaliagio de politicas ~ ndo prescinde desse
panc de fundo. A acuidade do modelo econométrico, contudo, nem sempre é
perfeita, seja pela limitagao dos dados, do modelo ou do proprio econometrista,
Por exemplo, podem-se prever os resultados da adogdo de uma determinada
politica econdmica, desde que os parametros do modelo estrutural possam ser
identificados. Essa talvez seja a melhor maneira de se utilizar a econometria, pois
os resultados serdo mais precisos se as hipdteses do modelo forem verdadeiras e
se for possivel, assim, identificar os pardmetros do modelo. Todavia, na pratica,
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sempre existe um grau de arbitrariedade quanto as hipéteses utilizadas, e elas
podem ndo ser verdadeiras, de modo que as predigdes econométricas t8m de ser
observadas com cuidado.

A modelagem estatistica serd tanto melhor quanto mais inspirada na teoria
econdmica. Os resultados economéiricos nao serao validos se ndo estiverem soli-
damente fundamentados na estatistica. A interpretacio e andlise dos resultados,
por sua vez, dependem muito menos de estatfstica do que de economia. Entre-
tanto, é mais comum do que se pensa esquecer a economia em um trabatho em-
pirico. Nao fosse assim, dificilmente haveria o que se chama “regressdo espuria”.

Do ponto de vista académico e mesmo pratico, a simples emergéncia de re-
lagoes estatisticas tem importancia limitada. Sempre se podem encontrar correla-
¢des sem significado econdmico ou fazer previsdes a partir de relacOes estatisticas
ocorridas por acaso.

A econometria de séries temporais € particularmente interessante para as pre-
visdes futuras porque é formulada de forma dindmica, geralmente em equagdes a
diferengas. Assim, conhecendo o passado (ou explicando o passado), vislumbra-
se o futuro pela formulagdo recursiva do problema. A questdo fundamental é
como tratar o termo aleatério inerente a qualquer formulagdc econométrica. Em
particular, a inferéncia estatistica depende das propriedades desse termo aleaté-
rio. Porém, os resultados de uma politica econdmica requerem a identificacdo de
um medelo estrutural previamente formulado.

O objetivo desta obra é prover economistas, administradores, engenheiros
e profissionais de mercado com um tratamento de séries temporais pela Gtica
da economia. Muitos exemplos usados sdo de economia e finangas. Tentou-se
privilegiar a intuigdo sem prejuizo fundamental & formalidade,

Enders (2004) e Hamilton {1994) sdo as referéncias basicas sobre as quais este
texto foi construido, € o leitor reconhecerd muito desses titulos aqui, seja pela
notagdo, seja mesmo pela ordenagdo de assuntus em cada capitulo. Nao pretendo
"inventar a roda”, por isso sigo o que hd de melhor neles e em outras referéncias.
Entretanto, embora sejam excelentes referéncias bibliogréficas (a primeira é mais
bésica e a segunda, mais formal), os alunos tém tido dificuldade para adaptar-se
a qualquer um deles. O problema néo era s6 o idiora, mas também a organizagio
dos capitules e a inexisténcia de exemplos mais préximos da realidade local.
Assim, neste livro, uso exemplos com dados brasileiros para ilustrar os conceitos.
Os dados dos exemplos, das simulagdes e para os exercicios estardo disponiveis
no site www.cengage.com.br.

Didaticamente, procuro destacar os pontos importantes ou contra-intuitivos
ao longo do texto. Em geral, resumo em passos os procedimentos estudados para
estimar ou testar um modelo. Esses resumos tendem a ser aplicados nos exemplos
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que seguem e procuram indicar mais diretamente o encadeamento 1ogico do que
foi estudado até entdo naquela scgo especifica.

Refiro-me constantemente a um software para ilustrar modelos, conceilos e
simulacdes. [ o Eviews, mas o leitor pode utilizar qualquer outro com fungdes
similares, como 0% muitos softwares livres na internet: R, Ox, JMult, EasyReg,
Gretl. Nao creio ser possivel estudar este livro sem o auxilio de algum pacote
economélrico, em que o leitor coloca a “mmao na massa” , estimando ou simu-
lando modelos. B por esse motivo que julguel desnecessdrio agregar ao texto
as tabelas com o0s testes estatisticos usados. Em geral, os pacotes econométricos
desenvolveram ferramentas especificas para os tesles, e essas ferramentas contém
as tabelas estatisticas.

Esta obra pressupdc um leitor com conhecimentos de equaghes a diferengas
¢ de trigonometria. Entretanto, o apéndice contém tais conceitos fundamentais
(que serdo necessirios ao estudo. Além disso, requerem-se conhecimentos de
econometria bdsica no nivel do livro Introductory economelrics, de Wooldridge
(2006), e de cdlculo no nivel do primeiro ano de graduagio. Algum conhecimento
de dlgebra matricial também ¢ requerido, particularmente na parte multivariada.
Ha secdes técnicas, indicadas por um asterisco (*), que ndo precisam ser lidas
inicialmente. Sao secdes, em geral, que discutem questdes de estimagio. Nao
pretendem ser profundas, mas apenas mostrar nuances da estimacdo dos mode-
los discutidos.

E indicado para alunos avangados em cursos de graduacdo em economia,
administragdo, contabilidade e engenharia e alunos de pds-graduacio. O texto
tem sido usado com muito sucesso entre meus alunos dos mestrados académico
e profissional na pos-graduacio na EESP-FGV ¢ cursos de especializagdo como o
MBA de Pricing e Risco da BM&F. Isso é resultado de um esforgo grande, porém
ainda inesgotado, de escrever em uma linguagem mais shimples um assunto
verdadeiramente dificil, como a economeiria de séries temporais. 1sso o torna
apropriado a vdrias audiéncias, até mesmo profissionais de mercado, que quei-
ram alguma referéncia em portugués sobre o tema. Por outro tado, a estratégia
aumenta o risco de cometer equivocos formais em busca da simplicidade.

Este livio é produto das aulas que tive com a professora Vera [ Fava,
da USP, ¢ o professor Pierre Perron, da Boston University. A eles, agradego
profundamente por terem forjado em mim a curiosidade por aprender e o gosto
por séries temporais,

Nao tenho com quem compartilliar a responsabilidade pelos erros, porém
tenho de agradecer a meus alunos que apontaram varios equivocos enduanto
escrevia este livro. Agradeco a meus assistentes, particularmente Wagner Oliveira

Monteiro, que leram virias vezes os rascunhos que antecederam esta versdo final,
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compuseram exemplos, sugeriram alteragdes e simplificaram meu trabalho. Agra-
dego especialmente ao Ricardo Suganuma, que fez comentdrios pertinentes sobre
esta obra, lendo-a detalhadamente, e a enriqueceu sobremaneira. Finalmente,
convém mencionar e agradecer acs Orgaos que financiaram parcialmente este
titulo, como o GVPesquisa e, sobretudo, a Escola de Economia de Sdo Paulo —
Fundagado Getilio Vargas.

Consciente da possibilidade de enganos e omissdes nesta obra, humilde-
mente pego a indulgéncia do leitor e solicito-lhe que envie suas criticas, comenta-
rios e sugestdes ac e-mail rodrigo.bueno@fgv.br.

Sao Paulo, janeiro de 2008.

Q autor



Introducao

As sérics temporais podem ser estacionarias ou nao estacionarias, Além Jdisso,
podem ser estocasticas ou determindsticas. A série tem poral estaciondria determi-

nistica mais simples & uma constante, i, isto é
Ye =n1

Fesa série serd cstacionaria e estocdstica se a efa for acrescentado wm com-
ponente aleatdrio idéntica e independentemente extraido de uma distribuicdo
normal, ¢; ~ N (0,0%):

Iy =ptc

114 indmeras séries estaciondrias deterministicas. Por exem S0
i
Y= s 0,5y .

dado yo. Fssa série converge para 2y, & medida que faumenta. Fla se tornara esta-
cionaria e estocastica se lthe for acresceniado £y provenienle de uma distribuicao
normall, Em resumo, uma séric estacionaria ¢ aquela que flutua em lornoe de uma

mesma média.

1A estacionaridade da série tiL’pL’I'ldl_‘ da distribuicae do fermao aleatowin, Por isso, & impartante &

hipatese sobre a distribuigde.
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A série ndo estaciondaria tem uma tendéncia, que pode ter uma natureza de-
terministica ou estocdstica. A série ndo estacionaria deterministica, acrescida de
um componente aleatério extraide de uma distribui¢do normal, flutua em torno
de uma tendéncia temporal. Por exemplo, a seguinte série ¢ ndo estaciondria com
tendéncia deterministica:

yr=p+d +ep

A série ndo estacionaria com tendéncia estocdstica move-se em torno de mé-
dias flutuantes. Uma série ndo estaciondria puramente estocdstica tem a seguinte
configuracao, visualizada no grafico inferior esquerdo da Figura 1.1

Y =11+ €

Caso se acrescente uma constante, g, a esse modelo, comumente denominada
drift, trata-se de um modelo ndo estacionario com tendéncia estocéstica e drift,
conforme grafico inferior direito da Figura 1.1.

A forma de estimagio econométrica depende de como classificar essas séries,
se estaciondrias ou ndo. Portanto, a primetra preocupagéo € definir essa condigéo.
As séries estaciondrias sdo analogas a séries convergentes da matematica. As sé-
ties ndo estaciondrias podem ser divergentes. A matematica estd particularmente

Tend@ncia AR(1) e lendéncia
14 300
12 250
. 200

T T T T T

5 10 15 20 25 20 36 40 A5 &0
AR{Y sem drift AR{1) com drift

W15 20 25 30 35 40 45 S0

=] ha
X3 b

2
2]
1]
4 M .
(
6 .
-4 2] . SE—

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 S 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 1.1 Processas csfocedsticos.
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interessada em sérics convergentes, porque, em geral, permitem analises de
equilibrio. O mesmo ocorre em economelria, porque as inferéncias estatisticas
56 terao validade se os residuos da série temporal estimada forem estacionarios.
£ preciso ter em mente a idéia de que sempre se buscam residuos estacionarios,
pois s6 nesse caso é possivel confiar nos testes estatisticos de cocficientes ¢ da
regressao. As razdes mais técnicas desses argumentos serdo dadas mais adiante.
Mas a idéia central é a seguinte: as séries ndo estaciondrias néo tém média e
variancia constantes ao longo do tempo, contrariamente as séries estaciondrias;
logo, ndo ha dados suficientes para estimar média e variancia de uma série
ndo estaciondria.

Em economia, existemn séries estacionarias e nio estacionarias. Em geral,
retorno de agdes e crescimento do PIB, entre outros exemplos, sAo séries estacio-
nérias. Indices de pregos e nivel de produto sio exemplos comuns de séries ndo
estaciondrias. Veja o exemplo de uma série real estaciondria na Figura 1.2,

0,08 ——

0,04 _ -.
0,00 | \‘ A i |
-0,04
-D,08

-0.12

-0,16 | - : : B
1990 1992 1994 1906 1998 2000 2002

—— Taxa de variagio de consumo de energia eletrica
Figura 1.2 Série esiaciondria -~ Brasif,

O capitulo seguinte retoma alguns fundamentos estatisticos que embasam a
econometria de séries temporais. Tlles definem [ormalmente 0 que € uma série
estacionaria e ajudam, nos capitulos seguintes, a en tender como diferenciar uma
série estaciondria de uma ndo eslacionaria e como estimar séries estaciondrias e
nao estaciondrias.






Fundamentos
Estatisticos

Antes de estudar em profundidade a modelagem de séries temporais, alguns
conceitos estatisticos devem estar consolidados. Assim, o objetivo do capitulo
é estudar as propriedades estatisticas dos processos estocdsticos e reconhecer
quais restri¢des devem-se impor sobre uma série temnporal, para que seja factivel
calcular os momentos da série. O capitulo segue Hamilton (1994) em algumas
partes. A estratégia é estudar o processo auto-regressivo, que é intuitivo para
uma infinidade de casos, de forma a motivar as restrigoes necessdrias a uma série
temporal, para ser usada em eslimagoes.

2.1 _
Esperancas Condicional e Incondicional

Em econometria, é muito importante entender o conceito de esperanga condicio-
nal e esperanca incondicional (ou nao condicional). Em séries temporais, isso
toma forma bastante propria que merece uma breve discussio, ja que se trata
de um conceito fundamental sobre o qual se baseia grande parte do apeto dessa
metodologia econométrica.

Para iniciar, convém lembrar a defini¢do de esperanca nio condicional ou f1-
condicional. Assim, considere o espago amostral ). Nesse espaco, pode-se calcular
a esperanga nao condicional de uma varidvel aleal6ria Y:

E{y|QY) = E(y).
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Quando ndo se determina claramente a que conjunto se refere a esperanga,
trata-se do espaco amostral, (2. Assim, deline-sc a lei das expectativgs fotais:

EIE(WI)] = £ (yI0) = Ey).

Um exemplo particularmente interessante dessa lei é o seguinte. Considere
X a matriz. de varidveis explicativas de wm modelo cconométrico e €; uma
perturbagio aleatdéria. Asswna que E{e;|X) - 0. Entdo, da lei das expectativas
totais resulta que:

E|E(e|X)| = F(e) = 0.
R—

=]

Isto ¢, a média ncondicional de €; ¢ nula parai="1,2,..., 1.

Seja, agora, < todos os subconjuntos do espago amostral (), sobre o qual y
estd definido. Pode-se, entdo, definir a lei das expectativas iteradas. Considere os
conjuntos A, B C 3, entio, por expectativas iteradas:

E[E(y]4, BY|A] = E(y]A),

Ou sefa, 0 menor conjunto de informagio ¢ que determina a média condicio-
nal. 14 uma conseqiéncia importante da lei das expectativas iteradas. Considere
a varidvel x € X; entdo, qual a esperanca incondicional do produto xe;? Pode-se
usar a lei das expectativas iteradas para resolver o problema:

E{xe;) = E[E (x¢i| X)f = E[xE (e;]X)] = 0.

Dada essa pequena introdugdo, aplicam-se esses conceitos ao caso de séries
temporais. Lm séries temporais, a cronologia das obscrvacoes ¢ fundamental e
ndo pode ser quebrada. Assim, é imediatamente intuitivo que o conjunto de
informagao de um agente no periodo ¢, I; é maior que no periodot —1, I;_y. Isso
pode ser caracterizado formalmente:

SO 12020

Ignorando a formalidade, intuitivamente o conjunio & é muito maior que I;.
Ele contém toda a informagiio gerada até {, naquela ordem cronolégica, porém
poderia conter toda a informagao até f gerada de forma distinta daquela obser-
vada, O essencial € entender que, contido em ;, estd toda a informacao passada,
incluindo a cronologia ordenada das informagoes. O conjunto () representa,
intuitivamente, o espaco amostral de onde se sorteia o resuliado observado em
cada instante de tempo.
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Considere um modelo AR (1}, sobre o qual a préxima segao debruga-se em
profundidade:

Yo = H APy T+ €

em que se assume por simplicidade que £ (&) = E(eld1) =0
A esperanga de 2 condicional a informacao I, é

E(ypallier) = g+ PE (o ) = 0+ ¥4 (1)

A esperanga ndo condicional é:

E(y2) =p+ PE(ys41)-

Nesse ponto, é conveniente observar que nada garante que E(y42) =
E (y;41). Uma razdo para explicar esse fato é que a distribuicao de y pode ter
mudado entre { + 1 e o perfodo seguinte. Essa mudanga pode ser explicada
economicamente, a partir de um evento relevante como a mudanga de
politica econdmica.

Exemplo 2.1

Considere a Figura 2.1, em que se desenha a evolugdo de y¢ ao longo de trés datas.
No ponto t = 0, as probabilidades condicional ¢ incoitdicional de iy € Y sdo

idénticas, conforme wostrani 05 oitenlos a seguir:

E(lde) = F(y) =3x0,7+2x0,3=27
E(pil) =E(y) =2x(0,7x0,6)+4x{0,7 x0,4) +
3% (0,3%x0,5) +5x%x(0,3%x0,5) =3,16,

¥,=2

=2

Figura 2.1 Probabilidade condicional ¢ incomdicional.
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Observe aqui que E (111} £ E (12).
No porto t = 1, a esperanga condicional se diferencia clarminente da incon-
- ‘o o denendor anir . b
dicionad, pois vai depender de onde se encontra y, ou em ¥y ou em yy, para que
se determine E (y;|1 ):

E{iolly = y7) =2 x 0,6 +4x0,4 =2,8;
EQralh = 48) =3 x0,5+5x0,5=4;
ElE(y2|1)] = 2,8x0,7+4x0,3=3,16 = E(y,).

A dltima linha mostra o seguinte fato interessante: a esperanca da espe-
ranga condicional ¢ igual & esperanga incondicional. Portanto, sabendo-se que
prevalece a esperanga condicional tomada sob o conjunto com informacio mais
limitado, ¢ for¢oso concluir que o conjunto de informagio da média incondicional
¢ mais limitado que o da média condicional.

Prosseguindo com a anélise desse modelo simples, e se a esperancga de Y,
fosse condicionada a f;? Teriamos, entio:

Eyiialle) = o+ QE(yiq ).

Agora, veja o que vcorre quando se toma a esperanca de E (42|11.41), condi-
cional a um conjunto de informagio contido em

EIE(ealliyn) 1] = pt + ¢E [E (i1l ) |1 = 5t + 9E(yien | 1)

Da ultima igualdade, conclui-se que:
E[E(yia|lipa) 1] = E{yeya|lr).

Esse resultado € esperado porque prevalece a esperanga sob o conjunto
de informagdo mais limitado - nesse caso, I; em relagdo a f;,,. Similarmente,
tomando a esperanca incondicional da equagio (1), tem-se que:

EE(yrallian)] = 0+ QEE (el le)] = 1 + ¢E(yr41).

Logo, ndo ¢ dificil concluir que E[E (yiall)1)] = E(y42). Assim, pela
l6gica da lei das expectativas iteradas, o, conjunto de informagio sobre o qual
toma-se a média incondicional estd contido no conjunto de informacao da média
condicional.

A logica estatistica do resultado ¢ a seguinte: a varidvel y; assume valores
em () < I, ¥s. Em outras palavras, os valores que y; assume ndo podem estar
dissociados da informagao contida em . A logica econdmica é a seguinte: a infor-
magao condicional permite obter a esperanga condicional de y, . Essa esperanga
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condicional possui um erro quadratico médio de previsao menor do que se fosse
usada a média incondicional de y. Portanto, o conjunto condicionante contém
mais informagio que o conjunto incondicional e, por isso, 0 erro quadratico

médio é menor.
Outra forma de ver isso é imaginando duas varidveis z e x, de modo que a

média incondicional de z seja dada por:

E(z) = /1 /i: zf (x,z) dxdz,

em que f {x,z) ¢ a fungio densidade de probabilidade.
A média condicional de z, dado x, é:

Efzix) = / zf (z|x)dz,

em que

Fe =102 o= [ e

Logo, tem-se que:

Eiz|x) = /_m zi}%ﬁ—)dz

Tomando a esperanga incondicional, encontra-se:

E[E(z]x)] - ‘/'m Um zf(‘r’—z)dz} Flx)dx

oo oo™ S ()
ar /w zf{x, z)dzdx
= Efz).

Uma discussio mais profunda sobre esses fundamentos encontra-se em
Gallant {1997), em que interessa particularmente o teorema 2.5, pelo qual o autor
demonstra a lei das expectativas iteradas. O teorema contém a demonstragao
da lei das expectativas totais, que é um caso particular da lei das expectati-

vas iteradas.

Exemplo 2.2
A lei das expeciativas iteradas estd associada ds expeclativas racionais. E in-
feressante enlerider wn exemplo em que bl falla nas expectations iferadas e,
portaitto, na racionalidader. Dois sujeitos A ¢ B discutem previsoes sobre wm
jogo de futebol,

1 Exemplo eriado por Ricardo Suganuma
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A Qual & sua previsiio para o jogo no finn de semana?

B: Meu Hne vai vencer por 2 x (.

AL qual acha que serd a sua previsio amanhd para o mesmo jogo?

B: Mew time oai empatar,

Q sujeito B ndo enfenden a lei das expeciativas iteradas, pois nfio pode
fer ocorrido nuudanca no conjunto de informacao dele (@ menos que, durante
a conversa, fenha se lembrado de gue A & sen chiefe e toree pelo outro tine; e nesse
caso, nio usott toda « informacdo dispontivel no moniento do decisio, ou sefa, o

sttjetto #io & racienal @ Tuz da teoria).

2.2
Processos Auto-Regressivos

Uin processo auto-regressivo imediato ¢ o seguinte:

ye =9y 14 o
€ ~ idd (0,07,

em que i.i.d. implica idéntica e independentemente distribuido.

Esse processo era muito popular na época megainflaciondria que o Brasil
viveu até meados dos anos 1990. Para visualizar a razao, suponha que y, repre-
sente a inflagao. Dizia-se que a inflagdo no Brasil era inercial, o que se traduzia
formalmente por ¢ = 1. Nesse contexio, é imediato tentar estimar a série por
minimos quadrados orclindrios e testar se Hy @ ¢ = 1 x I} : ¢ < 1. Entretanto,
quando se trata de séries temporais, esse tipo de estimacio pode gerar sérios
problemas. Considere o principal deles, calculando 0s momentos incondicionais

desse processo.

Eli} = PE{yr 1) 4+ Eleg).

Por simplicidade, assuma que os momentos incondicionais sao iguais, isto é,
E{yt) = E(y;-1). Se isso ndo fosse assim, E () £ L{y;1) e, de imediato, nao
s poderiam estimar os momentos da série por falta de dados. Néo seria possivel
estimar f médias e vartdncia dessa séric, por exeinplo, com apenas { observacoes.
Portanto, ¢ preciso que £ (1) = T (y,_ ). Nessas condicoes, conclui-se quer

E(y) = 0.

Uma forma ccontmica de enfender essa relacdo incondicional é lembrar a
condicao de equilibrio de longo prazo para uma varidvel deterministica yy = y;
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para todo . O “equivalente” dessa condigio em wna cconormia estocastica € ter
as esperangas incondicionais iguais para todo 1.
Qutro problema fundamental surge nio cdlculo da varidncia:

var (i) = * var (y. 1) +var () +2¢ cov (Y i, 61}

Ora, como ¢; ~ i.id., entdo cov {i,_y, ;) = 0. Admitindo que a série ¢ gerada

pelo mesmo processo, var () = var {yy.1), conclui-se que:
var (i) = ——

Dessa forma, s¢ |¢| = 1, a varidncia de y; seria negativa, o que ¢ um absurdo.
Se |¢p| = 1, a varidncia de y; ¢ infinita, 0 que impossibilita, em principio, a
inferéncia estalistica.

Desse pequene exemplo, entio, é possivel concluir que é necessario estabe-
lecer algumas restriches sobre a série temporal para que se possa estimd-la. m
particular, uma condigao necessiria para estimar a série € que Wl < 1

De fato, os processos auto-regressivos sao muito importantes porque definem
se uma série temporal estocdstica & “estdvel” ou estaciondria. Um processo auto-
regressivo estaciondrio possui coeficientes que fazem y; flutuar ao redor de uma
dada média, isto &, y; nio explode. Uma discussio mais detalhacda sobre esse
assunto encontra-se no apéndice.

A seguir, serao desenvolvidos alguns conceitos estatisticos primadrios, aplica-
veis a séries temporais, para serem usados em previsdes e testes de modelos.

2.3
Processos Estocasticos

Observa-se uma série temporal {y, i, ..., yr}, decorrente de uma varidvel alea-
toria Y. A séric temporal observada ¢ wna possivel realizagao do processo esto-
castico gerador dos dados. Por que tuna possivel? Para entender essa questao,
imagine que amanhd ou chove ou faz sol. Suponha que amanha acabe fazendo
sol. Entretanto, poderia ter chovido. Uma possivel realizagdo fof o tempo de sol;
a outra possivel seria chover.

Figurativamente, pode-se pensar em uma dimensdo do mundo fazendo sol
¢ uma cutra, chovendo. O leitor encontra-se na dimensdo que faz sl e ndo v
a “outra dimensdn”, como se vivesse ¢m uma regiio seca, mas houvesse outra
1‘cg'1€10 chuvosa a0 mesmo ti_‘I"]"lpO‘

Para entender o que significa “outra realizagdo” mais concretamente, con-

sidere o exemplo a seguir. O leitor estd em um local em que hd sol, entretanto
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possui um amigo que the relata chuva no lugar em que se encontra. A realizacao
observada para o leitor foi 0 sol, embora pudesse ter havido chuva, como ocorres
a seu amigo. Do ponto de vista estatistico, imagina-se que O mMesme processo
gerador de dados que determinot o sol determina a chuva em outra localidade.

Essa nogdo é importante para entender o conjunte de restrigdes que deverd
ser feito para estudar uma série temporal. Na pratica, infelizmente, o econo-
metrista s6 consegue visualizar uma possivel realizagio, mas precisard fazer
inferéncias que seriam féceis se observasse todas as possiveis realizagfes,

Veja na Figura 2.2 duas possibilidades de seqiiencias, Y, em que uma tem
a ver com essa realidade concreta observada e a outra, com a realidade virtual
experimentada pelo amigo. Essa varidvel pode ter qualguer distribui¢do de
probabilidades, mas, em particular, usa-se wmna normal para simuia-la; ¥ ~
N (0, 02)‘ Convenga-se de que, na prdtica, sé se observa uma delas.

LA it ey e o o L

T R IR I
5 10 15 20 25 30 35 40 45

' -— realidade abservada ——- realitlade \'il'l.llal.’

Figura 2.2 Realizacdes de um processo estocdstico.

O que se observa, portanto, é uma possivel realizacio de um processo esto-
cdstico. Na mesma linha de raciocinio, ¢ possivel gerar artificialmente as vérias
seqliéncias de realizagdes de um processo estocdstico por meios computacionais.
Suponha que se queira gerar S seqiiéncias, cada uma com infinitas observagoes,
como se houvesse S diferentes regides geograficas. Entdo, haveria um conjunto

Com as seguintes seqiténcias:

(A8 Y ) )



Capitife 2. Fradamenios Estatistices 13

Isso significa que, em cada instante de tempo &, hd 5 estados da natureza. Se
fosse possivel selecionar as S observagdes associadas a data £, terfamos 0 conjunto
de dados {y}l),yfz), ceed yES} }, cuja distribuigdo, por construgao, é normal. Nessas
circunstancias, 0s varios momentos da série poderiam ser interferidos. Com essa
nogio intuiva, pode-se mencionar a seguinte definicdo baseada em Spanos (1986},
sabendo que () representa o conjunto amostral e & os subconjuntos de (3, cuja

probabilidade associada a cada um deles & P:

Definicdo 2.1 Scjaur (00, S, P) i espaco de probabilidades e Z umt conjunto de
indices de mimeros renis. Defina a fungdo y(,.) por y(,.) + SxZ — R A
seqiiéncia ordenada de varidveis aleatdrias {y (., 1), t € Z.} ¢ chamada de processo
estocdstico (aleatdrin),

A definigio anterior significa que, para cada t € Z, y(.,t) representa uma
variavel aleatdria sobre S. Além disso, para cada s € 5, a seqiiéncia y(s,.)
representa uma realizacio de um processo estocdstico. Desse modo, y{s,t) é
simplesmente um nimero real.

Definicao 2.2 As fungdes {y(s,.),s € O} em Z sfio realizacdes do processo
{y(.0,tecZ}

Formalmente, a esperanga nio condicional da varidvel aleatoria y; €:

. 1 {5}
llmEZy{ ,

o
Efy) = / Yifn Ay dye = p
_.w S0 Yoz
em que p lim é o limite de probabilidade.

Por que é necessdrio qualificar como esperanga ndo condicional? Mais tarde
seré vista a diferenca entre esperanga condicional e ndo condicional e seréd possi-
vel compreender plenamente o significado. Por ora, basta entender a expressao
como a esperanca que ndo depende de informagdes passadas; depende apenas da
distribuiciio da variavel aleatéria Y. Por isso, a integral é tomada no conjunto de
medida de Y, razao por que o integrando € dy,.

Nota 2.1 O conjunio de medida estd associado a y, nido a0 tempo.

Exempio 2.3
Calenle a esperata ndo condicional de Y. Sejam € ~ N (0, ey = ptes
eittito:

Qg =p+Ele) =
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Se, por vutre lado, fosse especificado que y = of + €, entdo:
E(y) =6t

Essa (ltima esperanca também é ndo condicional. Para fundir os dois exem-

plos em um sd, pode-se escrever:

E(y)=p = { Hoo seyr=h+en
&, seyr =8+ €.

A defini¢io dada é muito geral e torna dificil a modelagem de fendmenos
econdmicos sem maiores restrigdes. Observe que se pode ter a esperanga como
dependente do tempo. Nesse caso, com T observagdes, leriam de ser estimados
T esperangas e vs momentos de ordem superior. Porém, isso é impossivel, dado
que o numero de observagdes é menor do que o nimero de paradmetres. Por essa
razao, € preciso estudar as propriedades estatisticas dos processos estocdsticos, de
forma a reconhecer quais as restri¢des adicionais a impor sobre a série de tempo,
a fim de calcular os momentos da série.

2.4
Autocovaridncia e Autocorrelacao

Dada uma particular realizagio, s, de um processo estocdstico, a fungio de
autocovariancia é definida como:

5

primd 3 (45— ) (412, 1)

S—'CO g2

Vit = E (e ) (Yeoj — 1)

Exemplo 2.4
Sejam ¢ ~ N (0,0%) ey = pt + ey, entdo:

o2, j=10
Tit = E (Yt~ jte) (1—j — puj) = E (er65) = 0, 0.

Nota 2.2 A varidincia é dada por yo;. Observe qute as varidncias nifo condicionais de
Y= p € ey = 8t + € sdo idénticas.

Dada a autocovaridncia, pode-se facilmente caicular a autocorrelagio definida da

seguinte forma:
¥t
Pit = —.
! Yot
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2.5
Estacionaridade

O conceito de estacionaridade é a principal idéla que se deve ter para estimar
uma série temporal. E fundamentalmente a constatagdo de estacionaridade que
permitira proceder a inferéncias estatisticas sobre os pardmetros estimados com
base na realizagio de um processo estocastico. Se nem a esperanga nem a aul foco-
variancia dependem do tempo, entio y; € fracamente estacionario?.

Definicao 2.3 O processo estocdstico, ou a série temporal, {ys t € 2}, Z = {0, +1,
+2,...} é fracamente estaciondrio se:

a) Elyl* < oo;
b} E(y) =, paratodot € Z, ¢
o) EQye— ) (ye j- 1) =p

A primeira condicéo afirma apenas que o segunde momento nao centrado
deve ser finito, ainda que desigual em diferentes perfodos. A segunda condicio
afirma que a média ¢ igual para todo perfodo, mesmao que a distribuigdo da varia-
vel aleatéria va se allerando ao longo do tempo. A terceira condigiio estabelece
que a varidncia ¢ sempre igual para todo perfodo de tempo e que a metocovaridncia
niio depende do terpo, mas apenas da distancia temporal entre as observagoes.

Qutro conceito importante de estacionaridade, desta vez a estrita, usado em
certas demonstragdes estatisticas ¢

Definicio 2.4 O processo estocdstico, ou a série tewporal, {y, t € Z}, Z = {0, £1,
+2,...} é estritamente estaciondrio se a fungfo de distribuicdo de {ys, }f:.l for igual

& fungio de distribuigdo de {y+ }fl Jre Z, isto é:
F (yflfyfl’ T '.WJ\) =F (lfrl-|-h:l}r2-|-lu s !,UIL.-I—I!)'

Intuitivamente, estacionaridade estrita significa que os gréficos da [ungio de
distribuigio da série em quaisquer dois intervalos de tempo de igual tamanho
exibirdo propriedades estatisticas similares (Brockwell e Davis, 1991). Significa,
na prética, que o3 momentos populacionais, quando existem, sao independen-

tes de f.

O comceito de estacionaridade fraca tambeém & conhecido comuo estacionaridade, covarifincin psdciondria,

asticionridide lato seusi o vstacionaridede de sequnda orfenl.
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A estacionaridade estrita nao implica nem & implicada pela estacionaridade
fraca. Por exemplo, uma distribuicao de Cauchy pode definir uma série estrita-
mente eslaciondria, mas ndo serd urma série estaciondria, ja que sen momento de
primeira ordem néo é bem definido. Por outre lado, pode existir uma distribuigfo
diferente para dois tempos distintos, mas que satisfaca a defini¢do de estacionari-
dade, ou seja, tenha o primeiro e o segundo momentos iguais.

Nota 2.3 Em resumo, estacionaridade se assocta vagamente & estacionaridade estrita
e vice-versa: S _
1. Estacionaridade forte =& estacionaridade. Nada garante que existan momentos
finitos e, se existirem, se sio iguais ou independentes de t;

2. Estacionaridade #- estacionaridade forte. Nada garante que nio hajn alteraciio
de distribuicio por translagio temporal;

3. Estacionaridade + normalidode — estacionaridade forte. A distributicio nio
se alterard por translagdo fermporal.

Nota 2.4 Estacionaridade cstrita é uma propriedade mais forte que distribuicfo
idéntica, contudo ¢ mais froca que distribuicdes idéntica e independentemente
distribufdas. Seqiténcias id.d. sdo estritamente estaciondrias, mas seqiiéncins
estritmmente estaciondrias ndo precisam ser necessariamente independentes.

Nota 2.5 A condigiio necessdria para estacionaridade fraca ¢ que as rafzes da equagio
caracteristica devem estar fora do circulo unitdrio.

Nota 2.6 Visualmente, observa-se estacionaridade se uma série flutua em torno de
uma média fixa e sc a varifncia da série ¢ consfante ao longo do tenpo. Nio obstante,
sdo necessdrios festes estatisticos para vertficar ou nflo a estacionaridade da série.”

2.6
Ergodicidade

Com a propriedade de estacionaridade apenas ndo é possivel estimar uma série
temporal. Esta secdo deixa claro por que isso ocorre, por meio de um exemplo
retirado de Hamilton {1994). Essencialmente, para modelagem de séries tem-
porais e sua estimagao é necessario satistazer a propriedade de ergodicidade.
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Essa propriedade permite usar uma série temporal para calcular as médias em
cada instante de tempo. Como as médias sdo todas iguais, basta uma unica
realizacio da série para viabilizar o cdlculo.

Suponha uma particular realizacéo, s, de um processo estocdstico, justamente
a tinica série que se observa. A média temporal dessa realizacdio é dada por:

ot
y“=f2yf-
t=1

Se 7 convergir para E (), existe ergodicidade. Ou seja, se a média temporal
convergir para a média ndo condicional, hd ergodicidade. Tendo isso, a série
temporal pode ser estimada normalmente, mesmo com uma realizacdo apenas
do processo estocastico.

Definicio 2.5 Um processo fracamente estaciondrio é ergbdico pard o primeiro

£ 5)

momento se:

- 1 T (:,}
plim— ny
T—*mT t=1

5
= plimg Y yf®
5—o0 S s=1

= E(y;)

No fundo, o que se tenta impor £ o seguinte: primeiro, a esperanga de cada
uma das observacdes é igual (restri¢io de estacionaridade fraca). Segundo, pode-
se estimar essa esperanca tomando a média temporat das observagdes (restricao
de ergodicidade).

Prova-se que {11} & ergddico para a média se a soma das covaridncias for
finita (veja prova em Brockwell e Davis, 1991):

2 il < oo 2
j=0
Algumas observagfes sdo importantes agora.

Nota 2.7 Para haver ergodicidade, a série deve ser fracamente estaciondrin. Portanta,
ergodicidade é inais restrita que estacionaridade.

Nota 2.8 Se a autocovaridncia vai a zero suficientemente rdpido quando j aunenta,
pode-se provar que a série ¢ ergddica.
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Definicdo 2.6 L processo fracauiente estaciondrio é ergddico para o segundo

momento se:
T

1 > ,
T Y (s — ) {(yioj - 1) A Yj, para todo j,
A

P i "
ci e — stgnifica converglncin e probatifidade,

Na pritica, requerer estacionaridade acaba sendo o mesmo que requerer
ergodicidade. Entretanto, o exemplo a seguir mostra um caso de estacionaridade
sem exislir ergodicidade.

Exemplo 2.5

: e
) ) ac o ‘ e i ,

{Hawilton, 1994) S_eﬂ? a realizagiio de um processe estocdstico {y, }fz—-oo’ cuja

média é dada por p' ~ N (0, x\z) . Considere:

v 1 e it Lo~ idN (0,0).

Perceba que:

po— EQGE ber) =0
Yor = E(pf° b e;)z = A2 4 g7,

Tit = E(jf +er) (¢ +Ef—j) =A%, j#0.

O processo {5 },o . snlisfuz a definicio de estacionaridode fraca. Contudo,
a wédia tewmporal dessa varidvel ndo converge para zevo, conforme mostra-se a
SeQUir:

Lo CaE .
7 Yo ve) =+ 7 Yoo ot £0.

Tot=1 IEN

. . . O I . [T . —cd il
Veja que o processo ndo satisfaz a condicio suficiente Y52 |yj| < o, a

nenos gue A% = 0.

As condigtes de estacionaridade podem ser verificadas empirica ¢ tcorica-
mente, ao contrdrio das de ergodicidade. Por outro lado, muitas séries econtmi-
cas parecem nem ser estaciondrias. Nesses casos, algumas condigdes adicionais

téin de ser impostas, como sera visto mais adiante.
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2.7
Ruido Branco

Um processo fundamental das séries temporais estocdsticas discretas ¢ o ruido
branco. Uma sequiéncia {¢;} ¢ um ruido branco se cada valor nela liver me-
dia zero, varidncia constanle ¢ ndo for correlacionado com qualquer realizagéo
da prépria série (autocorrelacio igual a zero). A média zero € conveniéncia,
pois seria possivel especificar um ruido branco cuja média fosse diferente de
zero. Entretanto, pode-se centrar em zero tal série, sem prejuizo de suas de-

mais propriedades.

Definicao 2.7 Seja wma seqiidicia {€;}]. _, de varidvels alenforins. Se:

E(e)) = 0Vt
E(e) =%
E(€i€.j) = 0, todo j 70,

diz-se que o processo 6 it Fuido branco, cuja representaciio é RB (0,0%).

Tal processo é chamado ruido branco porque sua funcio densidade espectral
& horizontal como a luz branca e o processo provoca alteragdes na série assim
como as ondas eletromagnéticas produzem ruidos na sintonizagio de um radio.
Portanto, um ruido brance é, ao mesmo tempo, temporalmente homogéneo,

estaciondrio e sem memorial,

Nota 2.9 Séries independentes como € implican: que E (e,e;_),-) = (), mas nio sfo
implicadas por essa condigiio. Independéncia é uma propriedade mais forte do que
autocovaridncia nula.

Exempio 2.6
A Figura 2.3 mostra um ruido branco (62 =1).

s O conceito de sem mermdria aqui precisa ser quatificado. O sentido é o de ser um processo em que
a dependéncia temporal, se exisie, ustd implicita na série. Una séeie ¢ ~ dddd. ((}, trzj certamente
& um ruido branco, entrgtanio nem lodo mide branco ¢ Lid., ndo obstante satisfaga as condigdes

da definiciio.
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3

T T T T T T T ¥ M T 1
25 50 75 100
e iraneo ’

Figura 2.3 Possivel realizagio de i ruido brasico.

2.8

Médias Moveis

Aqui inicia-se a forja las téenicas de estimagio de séries temporais. A estratégia é
partir das formas mais sinplese, vagarosamente, incrementar o modelo. A impor-
tincia de entender bem esses processos ¢ que, por meio deles, serd identificado o
modelo que methor se ajusta a série de interesse.

2.8.1 Médias Mdveils de Ordem 1 - MA (1)

Considere 0 seguinte processo estocéstico:
Y = p+ep +0ep_q,

em que € ¢ um rufdo branco, conforme definido anteriormente.

Uma vez que y; depende do erro contemporaneo, €4, ¢ do erro imediatamente
passado, entdo o processo ¢ chamado médias moéveis de ordem 1 e denotado
como MA (1). Se o processo dependesse de €;..5, entdo seria chamado de MA (2),
¢ assim por diante. .

E possivel que o leitor jd tenha ouvido falar de médias méveis em outros
contextos € considere essa definigdo estranha. Por exemplo, é comum calcular a
média aritinética das vendas dos 1iltimos 12 meses em cada perfodo de tempo e
chamar esse processo de médias méveis, em que mével aqui se aplica porque o
célculo desliza um periodo a chegada de nova informacgdo. Esse procedimento
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é feito para identificar algum tipo de tendéncia, expurgando-se a influéncia
de sazonalidade. O contexto da discussio de média movel neste texto é mais
geral. Em primeiro lugar, o processo de média maével estara sempre associado
aos erros do modelo. Além disso, 0s pesos poderdo ser diferentes conforme a
importincia das observagbes passadas, em contraposicdo aos pesos idénticos
que costumeiramente se associam aos valores usados para calcular a média dos
altimos 12 meses.

Serd que o processo Yy satisfaz a definicao de estacionaridade? Para respon-
der a isso, é preciso calcular a esperanca, a varidncia e as autocovaridncias do
pracesso. Os cdleulos a seguir fazem 1ss0.

E(y)=p+E(e)+0E(e) =

Var (yi) = E(yr — 1)* = E(er + oe;_1)?
=E (cfz + 28€4€p1 + Hze‘f__-l)

— 0?40 00" = (1 + 82) o;

Elye —p) (11 — )] = El{er + Be,_1) {61 + ey 2)]
=FE (e,e;..l + Beyeg_o + He?__] + 925;__15,_2)
=0,

A esperanga ¢ constante e finita para cada f. A variancia é finita. A autocova-
riancia nao depende do f. Além disso, as outras autocovariancias sao nulas:

E [ty =) (e~ 1]
[(a 4 ;1) (e,._),- + Ue,__j_])]

E (E‘,‘Er__),' - HGgEf._J,'__] + 96;_161_;' -+ 625;_.](5;___).'..4), j= L

0

Como esperanca e autocovariancias ndo sdo fungdes do tempo, 0 processo é
fracamente estaciondrio, independentemente do valorde 8.

Observe que a condigio dada pela equagio (2) também € satisfeita, gerando
um processo ergodico:

(]

;l'm = [(l + 62) -+ |9|J % < co,

A autocorrelacio s existe para a primeira defasagem e ¢ dada por:

for? b
(1+82)07  1+8%

f =



22 Ccomometria de Sérics Tenporals

A seguir, trés processos de médias méveis de ordem 1 sdo simulados na
Figura 2.4,

MA{1)—Theta=0 MA(1)--Theta=0,5
3 35
24 2
1] 14
[ Q4
—14 14
.2 -2
-3 r : . . r : + r - -3 r T . r T T r r T
0 20 30 40 50 BO YO 80 90 100 10 20 3% 40 50 &0 TO B0 90 100

MA (1) — Theta = 0.9

1 20 3 40 50 60 70 80 90 100
Figura 2.4 Processos MA (1) cont wirios valores para ¢.
2.8.2 Medias Moveis de Ordem g - MA {q)

A seguir, generaliza-se o processo de médias méveis para g defasagens:

(?'w
¥e=pH+ LQJC;_};,(J[} =1.

Observe se esse processo satisfaz a primeira condicio de estacionaridade.

4
Ely)=p+ ) 0 (e ;)= .
i=0
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Como as correlagdes cruzadas sdo nulas, tem-se que:

2
7 i q
Var (y) = E(ye = )" = E (Lgﬂfr—;) = Y 6E () =" Lo}
j=0 =0

j=0

Agora, paraj=1,2,....4, tem-se

4 il
f}/}, = L (Z 9(6[_{ ;}8"5}_;.._}:)

i=l}
2 2 2
—E [ejet_ EO0EE oy 8ol g 4+ Oy }-e,_q].

Para j > ¢, ndo haverd €'s em datas comuns. Logo a esperanga serd nula.

Portanto:

i = [6; + 84160 +0j4202 + -+ 8,0,-;] 0% paraj=12,...,4
! 0, paraj>q.
Exemplo 2.7
Seja um MA (2), gual é a autocovarincia?

o2 (1+62+63), j=0
o2 (B +0165), j=1
0292, f=2

0, j=2

Ui

Consegiientemente, a fungio de autocorrelagio é dada por:

1, j=0
(8, + th8a) .
gy T
o= (1+0%+8%)
85

_— f = 2
s+ ey’

0, j=2

Como serd visto mais tarde, a autocorrelacio pode ser colocada em um
gréfico como fungio da defasagem. Nesse grafico verifica-se que, a partir da
defasagem 4, a autocorrelagio desaparece. Essa propriedade permite identificar
a ordem do processo de médias méveis. Logo, um processo que & truncado na
autocorrelacdo ¢ é identificado como um MA (q), desde que a autocorrelagio
parcial, a ser definida no préximo capitulo, seja decrescente assintoticamente.
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Nota 2.10 Quande g = co, reescreve-se o processe MA (oo) da seguinte forma: yy =
M LiloWe; = po+ ¢ (L) ey, ent que o = 1 e (L) representa a polinomial de
ordem infinita dada por (L) = o + g1 L + paL2 + -+, O fermo L representa o
operador defasagem em que Ly, = Y-jt

Nota 2,11 Se um processo € fracamente estaciondrio, entiio 7 o IP]? < 00,

Nota 2.12 S2e Yino 95| < oo, entdo:
-t
® Lj:[) pr <eoe

* 17217 < o0, 0 que implica ergodicidade para a média,

2.9
Processos Auto-Regressivos

Esta se¢do retoma o exemplo inicial, AR (1}, em detalles e o utiliza para ilustrar
0s conceitos fundamentais dos processos auto-regressivos.

2.9.1 Processo Auto-Regressivo de Ordem 1~ AR (1)

Considere o seguinte processo estocastico:
Yi=C-HPy.q 16y,

em que €; é um ruido branco.

O processo assim definido é chamado auto-regressivo de ordem 1 e
denotado como AR (1). Serd que esse processo é estdvel e tem varidncia
finita, admitindo que [p| < 1? Uma forma de responder a essa pergunta
¢ usando o operador defasagem, de modo a obter um processo de médias
moéveis infinito e, em seguida, encontrar a esperanca e as aulocovarian-
cias do processo. Usa-se esse procedimento aqui para diferencid-lo daquele

do inicio do capitulo, no qual encontrou-se o mesmo resultado a partir

1 Mo 'd].'?él‘ldi(_'(:’., encoilra-se uma discussio sobre as pmpriedades desse termo.
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do uso da esperanga nao condicional. Assim, reescrevendo ¢ processo auto-

regressivo de ordem 1, pode-se encontrar um MA (o)

gy = ey gt = (1-¢pLly =cie =

¢ >
=T "'}.___anpfg L)

em que

j= iq} e pLy=(1 gLy " =1L+ @LE Fo0

Pode-se, entio, calcular:

E(y)=u+ Zq‘ﬂ? (e,.;) = 1

=0
o 2 o 2
Var(y) = B — )" = B Llers | = LoPE (el)) = 7=
ariyp) = Ul 1”) = L L‘Pﬁ:-—; - Z(P - er—;‘ T - (P2'
Jl'::[J j=ﬂ

A autocovaridncia de defasagem j é:

Ellyr— 1) (yeoj— )] = E | L ¢'ers | { 2 97€rms
s=0

5 0

(g )

- d o2,
1 - q’)z

Como média e autocovaridncias ndo sdo fungbes do tempo, 0 processo €
fracamente estaciondrio, independentemente do valor de ¢. A autocorrelagao de

ordem f é dada por:

o
el
1 ---412
A Figura 2.5 mostra quatro processos auto-regressivos. B possivel observar
que sua trajetoria ¢ bem diferente conforme o valor do cocficiente ¢, em todos

admitindo que = 0.

5 Para verificar essa igualdade, observe que (1 ¢L) (T+ ¢ i ¢ L7 4 -} =1
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Figura 2.5 Processos AR (1) com wdrios valores para ¢.

0,04

0,02

0,02 1

0,01 4

0.00 4

-0,01

| —Pca

95 95 97 98 99 0y O1 02 03 04 05

Figura 2.6 [nflacio mensal: IPCA.
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Comparando as duas figuras superiores, 0 processo eni (que ¢ = 0,8 parece
mais resistente a mudancas do que o processo em que ¢ = 0,5 Comparando
as duas figuras a esquerda, o processo inferior da a impressao de ser mais volatil,
embora ambos tenham a mesima variancia. Essa volatilidade se reflete nos valores
da autocovaridncia. Quando ¢ = 0, é dificil definir um padro para os dados.
Trata-se, de fato, de um ruido branco.

A Figura 2.6 mostra a inflagdo mensal dada pelo IPCA entre janeiro de 1995
e dezembro de 2005. Como sera visto adiante, ¢ssa varidvel segue um processo
AR (1) em que ¢ = 0,71

2.9.2 Processo Auto-Regressivo de Ordem 2 - AR (2)

O estudo dos processos auto-regressivos de ordem 2 ¢ importante porque cles
geram intuicdo para processos de ordem maior. Eles complementam os estudos
do apéndice a respeito de equagdes a diferengas de ordem 2.

Seja o seguinte processo auto-regressivo:

Y =+ Pyt + oy + €

O problema agora é encontrar a fungdo de aulocorrelacdo para ver as con-
dicies necessarias para a estacionaridade do processo. Tsso € importante para
adquirir intuigdo para casos de ordem superior. Sob estacionaridade, é verdade
que E (1) = E (y;-1). Logo, pode-se calcular a esperanca nao condicional de y:

E(y) =c+¢E(ye1) + ¢2E (yy-2) + El&r) ==

Eyy=p=———"1.

Dada a esperanga no condicional do processo, € conveniente reescrevé-lo de
outra forma, a fim de tornar alguns célculos mais faceis:

vi—po= @ (o ) e (2 — i) e

Multiplicando ambos os lados dessa equagdo por {yi-j— ) e tomando a
esperanga, € como (Jy..; — fi) ndo contém qualquer elemento correlacionado com
€;,se § > Q, tem-se que:

Elyr— ) (e —p) = ¢1Eyea— 1) (o — #)
- poE (yeoa — 1) (v~ 1) + E e (v — )]

Logo, por definigdo, encontra-se:

Yi = fP]'h‘ 1+ (PE’}";'—Z: j=1L2...
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Ou seja, a autocovaridneia segue um processe auto-regressivo de ordem 2.
Para calcular a fungac de autocorrelagio, é preciso apenas dividir a equagéo
anterior por g:

gi=dwej 1+ 2 j=12,...

Nota 2.13 Esse conjunto de equagdes estd contido na familia mais geral, conhemda '
como equacdes de Yule-Walker.

Exempio 2.8
Pode-se usar g equacio anterior para calcular a fungio de mitocorrelagiio desse
processo, de fornm a resolver uni sistema de equagdes simultdneas:

"o
1—¢"

J=1 pr=dv+ g = 01 = 5
2

j=2: pp=d1p1+d2= qp—(! b gp;

J=51 ps=1psat aps 2

Para calcudar a varidncia, basta encontrar:

E(yr— 1 = 1 E (e — 1) (ye — 1)
(Yoo — ) (yr —p) + Eler(ye — p)] =
Yo =11 F a2 + 07 = @ryopr + Pryopa + 0 =

Yo = o ]fl¢;+ ¢1¢;2+¢2 +ot =
_ (1-¢)c?
Yo = 1-¢ _4,2 ..... ¢2¢2_F¢,3_¢2
2 1 1 2 2
_ (1= ¢)?
i) =@l (e D1 -
- (1—¢2)o?
(1 =2}’ (g2 +1) - ¢ (g2 + 1)
_ (1= ) o
(92 + 1) [(1 - 92— ¢7]
o = (1—¢2)c®

(G2 + 1) (1= —p) (1 =+ 1}



Capitnfo 2. Dondanrentos Estalisticos 29

2.9.3 Processo Auto-Regressivo de Ordem p - AR (p)

O processo auto-regressivo de ordem pr é definido comao:

P

y=coh g a4 Pplp tE - O F erj-yf t et
. } 1

Se as raizes da polinomial {1 -- ¢z — Ppzt — - Ppe?) estiverem fora do cfv-
culo unitario {[Mamilton, 1994) ou, equivalentemente, se as raizes da polinomial
(AP — g AP7) — o AP"? — - y) estiverem dentro do circulo unitario {veja
Enders, 2004), o processo serd fracamenie estaciondrio e podera ser representado
come um MA (eo):

yi=pn+{Llcy,

om que
[N

o= 1. (le}l -+ (PQ ot {PP);

p(Ly= (1 L=t = L)

Similarmente 3 se¢do anterior, pode-se reescrever o processo AR (p) da
seguinte forma:

i = @y (oo ) e pa ez = ) b g (Yeep — ) e
Multiplicando por (y;. i~ ;fj e lomando a esperanga:
EQyy 1) (yr j— ) = ¢iE e 1) (v i)

F (o= (e — )+
b (yrop = o) (e — 1) v Eles g = )]
teme-se:
Loy ey = 12
’ Py by o by b0t =0

Dado que 7 = -y, hd um sistema de p -+ T equaghes sim ultineas que pode
ser resolvido para vy, 1, - Dividindo tudo por ¥, encontra-se o sistema de

equagoes de Yule-Waiker:

pi=dpi L hdpia b T Pppime JELZ
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2.10
Processo Auto-Regressivo de Médias Maveis - ARMA (p,q)

O processo auto-regressivo de médias méveis € simplesmente a combinagio dos
processos vistos anteriormente. Assim, um ARMA (p, g) ¢ escrito como:

f i
Yo=Y ik Y G (3)
i=1 =0

Tomando a esperanca incondicional da equagio anterior, tem-se:

b

E{y) =c+ Y pE(y ) = ()
i=1

: N S

L(_’/f):” 1”’“2;?:19"3:"

Subtraindo a equagao (4) da equagdo (3) ¢ aplicando a definigio de E (i),
resulta a seguinte equacgio:

P 9
=g i)+ Y e = p+yp(L)e,

i=1 =0
em que
1+30 6L
Py =
130 ¢l

Reescrevendo o processo ARMA em termos dos desvios em relagdo & média
nao condicional e multiplicando por (y,_, ~ p), tem-se:

i 19,
e} ron =) = 3o di e =10 (e w— 1) + 3 B (vis — 1.
. i=1 j=0

Tomando a esperanga para /1 > g, pode-se encontrar um processo auto-
regressivo de ordem p, pois E [e,_},- (Yrp )] =0

Y = PrYe-r -2+ ey, R=g+149+2,...

Se i < g, a fungiio de autocovaridncia torna-se bem complicada, pois ha
correlacao entre €,_; e (y,_y — pt).
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t

Exemplo 2.9
Seja um processo ARMA (1, 1):

Y= gyioy €t e
O problema é calcular a autocovaridnicia desse processo.

Yo = E{@ryiyr Ve ey} =it o+ 8y (¢ - 0y) 0
71 = E{@1yr 1Yot Feyeor + 06 ayi-1) = $rya + 610%
Y2 = E{¢r1r-1le.2 F€eyioo O ay2) = v

Yo = E{P1YimiYrn + €en - G i) = dr1o
Resolvendo as duas primeiras equacdes simunltaneanente, resulta:

1B,

MW=
1 - ¢}
yy = (1+¢16)) (ft +- GI)JE;
1y
2=

T = (PI? “1’}"1-

Para estimar os modelos ARMA, € preciso que sejam “estaveis”, significando
que as raizes das equagdes caracterislicas dos processos AR e MA estejam simul-
taneamente fora do circulo unitdrio. Qutra manegiva de formalizar isso é dada a
seguir.

Definicdo 2.8 Considerc o modelo o (L) ye = e, entqpe o (L) = (1 —ay L -- ﬂ'gf_z
----- — &, LP). O processo ¢ ditv estivel se

af(z) #0
para fodo smimero complexe, z, satisfazendo |z| < 1.

A definigdo é bastante dificil, porém extremamente precisa. Para descompli-
car, considere os seguintes exemplo e contra-exemplo.
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Exemplo 2.10
Seja um AR (1) yr = @yr_y + €1. Se ocorrer || < 1, entido lambém sucede que

1—¢gz #0

para todo complexo z, tal que |z| < 1. Ou seju, teritativamente considere ¢ =08
ez =038 <1 entdo 1 - 0,64 # 0. De fato, para qualquer valor de z, tal que
|z| < 1, 0 resuliado & diferente de zevo.

Agora, suponhiaquie g = 1,25e2 = 0,8 < 1. Nessecaso, 1 - 1,25 x 0,8 =
U, contrariando a definigho. Portanto, a definicdo implica que as raizes da equagfio
caracteristica estfo fora do circulo unitdrio.

No caso do AR (1), & bem fécil ver que a defini¢do serd sempre satisfeita,
desde que |¢| < 1. O problema fica mais complicado quando o processo auto-
regressivo for de ordem maior; entretanto, mesmo assim, a definicdo ainda se
mantém.

2.11
Func¢io Geradora de Autocovaridncias

A 4 .- . . o
Existe uma maneira ficil de encontrar as autocovariancias, {'y;-}.__m, quando

elas sdo absolutamente somaveis — o caso que geralmente se deseja trabathar. O
truque € usar a fungdo geradora de autocovaridncias delinida por:

(@ =ty @y (),

em que z é um escalar complexo.

As aulocovaridncias sao representadas pelos coeficientes de 2/, em que j é o
expoente de z e indica a ordem de defasagem da autocovariancia. Os exemplos a
seguir devem esclarecer o ponto.

Exemplo 2.11
Seja unm MA (1), tal que ¢ {L) = 1+ 8L. Logo:

o2 (1 + 62) (1 +ez—1)

o’ {Hz_' + (] -}- ()2) Mo ()z].

Sy {z)

Observe que cor um MA (1):

Y= (] + 92) oy = Pk

’}'J;ZU_. j>_[
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Exemplo 2.12
Seja e AR (1), tal gue ¢ (L) = 1# entao:

2

gy (2) = O gz (1—gz ")
=0’ (1 + Pz 43222 + e ) (] vz L (Pzz--z + - )

O coeficiente de 2! &
2
O R 2 3. .4 _ Ef .
paraj=0: o (l Lot T+ ) = L'—_rpz'

para f =1 o (q’i “+ c,b3 + r,f>5 + o ) = 1—_—(;)2,

2.12
Filtros

E comum proceder a algumas transformacdes em sérics econbmicas. 1sso €
chamada filtragem. Ou scja, € a idéia de executar algum ajuste prévio na série
antes de trabalhar com cla, significando passar um filtro na série. Por exemplo,
deseja-se diferencid-la de modo a estacionarizd-la. A fungio geradora de auto-
covaridncia poderd ser nitil para encontrar as autocovariancias da série filtrada.

Considere o maodelo:
ye = (14 6L) e,

Suponha que se transforme y da seguinte forma:
xp= (1 =LYy = Ay,
Substituindo a primeira equagdo nesta Gltima, obtém-se o seguinle MA (2):
vy =(1--L){1+08L)e.
A fungdo geradora de autocovariancia de x pode ser caracterizada assinn:
gulz) — ot (1-2) (1+02) (1 -z"]> (1 +0271)
= -2 {1 27 g ()
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Generalizando, & cabivel passar wm filiro /r (I.) na série y, fal que:
x=h{Lyy,
em que

(LY = Y Iyl
j= e

(=)
. Iyl < e

j.: e

Entéo, é facil ver que:

g (®) =@ (z") g @)

2.13
Invertibilidade

Sumnilar a idéia de convergéneia das equacdes a diferengas, os processos de médias
méveis devem ser invertiveis. Isso significa escrever um MA (¢) como um AR (s0)
se certas condicoes forem satisfeitas. Seja um processo MA [1):

e poep+Pe_ = {14 8L)e;.

Se

0] < 1, pode-se reescrever esse processo da scguinte forma:
(yr — ) (L +0L) = »
e (1 oLt ) =k

JE:

ye—pt= - Y (-0 (i - pt) e
/

No case do MA (g), baverd invertibilidade se as raizes caracteristicas da poli-
nomial (1 + O L+ BE2 4+ By er) estiverem fora do circulo unitario. A razio
de impor as condicdes de invertibilidade em um processo de médias movels
ficard mais clara no Capitulo 3. Resumidamente, sdo condigbes necessdrias a
dois proposilos principais: primeiro, sem invertibilidade, a séric ndo poderia
ser eslimada recursivamente, usando observages passadas; segundo, para haver
unicidade de resultados.®

» Um terceiro propdsito seria para gerar a fingao de autocorrelagio parcial, cuja definigio serd dada
mais larde.
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Para o primeire ponto, considere o modelo anterior, admitindo que | = 1.

Nesse caso, pode-se inverter a equagdo usando alguns truques.

(o =) (1 FBL)" = ¢ ==

(ot Y (o) e

Agora, o denominador da fragdo é do tipo que permite 4 inversao para umna
progressio geométrica, pois [#71| < 1. Logo, teme-se que:

Ber_y = (yr — 1) (1 — LT I — LT ) =

== 3 (=00 (g — ) 1 Bep
=1

Como se vé, y; depende das observagdes futuras. Logo, o modelo nédo pode
ser estimado se as rafzes do processo MA estiverem dentro do circulo unitério.

Para entender o segundo ponto, considere inicialmente wn processo vy =
{14 8L) e;. Esse processo possui:

var (yf) = {1+6%) %

I3 {1y - —6_7 = .___]_._

Considere agora o processo ¥ = (V407 L), e ~ RB{0,8%7). Esse
Processo Possui:

var (Ui}) (1 1 ()_2> HQU_Z = (] -+ 02) {Tz TovAr {_tf;r);

A conclusdo € que as séries iy e y” sdo indistinguiveis.
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Equivalentemente, em termos da fun¢do geradora de autocovariancia, tem-se

1 1
‘UZ SE—— _l —
F7s (1-+ 92 ) (1 + gz>

= (1+027) (1 +62),

gy (2)

desde que se defina

Ou seja, as fungdes de autocovariancia sdo idénticas para um processo
MA (1) emque y; = € + 0e,_1 ey = € + 3€,_1. Isso pode gerar confuséo e signi-
fica que um processo MA (1) com raizes fora do circulo unitdrio teria os mesmos
momentos que outro com rafzes dentro do circulo unitdrio. Para evitar esse
problema, impdem-se as raizes sempre fora do circulo unitario?.

? Em principio, poder-se-ia imaginar win processo MA (¢} em que algumas de suas raizes estariam fora
do circulo unitdrio e outras, dentro. Tal processa poderia ser tornade totalmente invertivel, desde que
se ajustasse a varidncia do processo adequadamente. Para detalhes, veja Hamilton {1994, Capitulo 3)
e Hansen e Sargent (1981, p. 102).



Processos
Estacionarios

Este capilulo aborda a modelagem de Box, Jenkins e Reinsel (1994) para séries
temporais univariadas estaciondrias. Se uma série for considerada ndo esta-
ciondria, deve ser diferenciada. Caso contrdrio, pode-se usar a série original,
estaciondria, e aplicar a metodologia desle capitulo para modeld-la e proceder as
inferéncias e previsdes. A modelagem de séries temporais univariadas consiste

nos seguintes passos:
1. Identificar as ordens p e ¢ do modelo.
2. Estimar o modelo.

3. Verificar se 0s residuos estimados néo rejeitam a hipétese nula de que sao
um ruido branco. Se néo rejeitam, passa-se a0 proximo passo. Se rejeitam,

retorna-se ac primeiro passo.
4. Prever.

Como se verd, nem sempre ¢ facil identificar as ordens do modelo univariado,
razao pela qual podem-se cometer equivecos e encontrar residuos indesejados, E
preciso cuidado na andlise e, freqiientemente, paciéncia.

Nesta introdugio & andlise de processos estaciondrios, é importante observar
que qualquer processo eslaciondrio, mesmo nio sendo linear, tem uma repre-
sentacio linear. [sso é muito poderoso, pois implica que se pode decompor um
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processo estaciondrio qualquer em dois componentes lineares, um deterministico
o umn estocastico. Trata-se do teorema de Wold, formalimente enunciado a seguir,
de acordo com Priestley (1981) e Perron (1990).

Teorema 3.1 Considere win processo estaciondrio qualguer, y,. Tal processo pode
ser representado por dois processos muluamente ndo corvelacionados, wm purantente

deterministico, putro purmnente estocdstico e que pode ser escrito como it MA (co):
Yo =y dy,

CHL qUHE

1. 1w e dy ndo sAo correlacionados;

2. 1y 6 requilar, sendo representado por

(sl
it Y Ps€r s,

s={)

oo U Yoyt<w, e~ RrE(0,07),

sendo E (e.dy) - 0,5, 1. Além disso, o seqiiéucia {ips}_, ¢ 0 processo {€;}
sfo uaicamente deferminados.

3. dy ésingudar no sentido de que pode ser previsto a partir do seu proprio passado
comt varidncia de predicio nula.

Prova

Por se tratar de unt importanic teorema, segue tma provat simplificada
nesta secio?, Primeiro defina I comoe o espagoe linear gerado pela conibinagio
de i, Y1, . ..o de tal modo que §y é wma seqiténeia inforniacional crescente,
tal que Iy O 1y . Além disso, seja proj [y I 1] e projegiio ortogonal de y,
sobre o espago gevado por Iy e defing o erro de previsdo wm passo @ frente
como:

¢ = i — proj el dy.al.

tEsla prova pode ser pulada em uma primeira leitura.

: E canventente ver também a prova de Sargent (1987, p. 280-288).
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Dessa equagdo, claramenie:

E (el 1) = E(ye — proj [yl Tead [-y) =0
= proj [y}fr..1] — proj [y 1] = 0.

Eut consegiiéncin: €; ¢ independente de 1; 1, islo ¢, ¢; € orfogonal a fi_y, € L
Ii_y. Sintilarmente, isso ¢ vdlido para todo s < t — 1. De fato, considere qualquer par
{es,€1},5 < £ Nessecaso, ey L I; € 1 ees € 1y, resultando €7 L €., de modo
gue E {er€s} = 0, e, portanto, ¢ & wi ruido branco. Fica claro, a partir disso, gue I’
¢ tin subespace gerado pelos €'s:

" o

Lh=5L_|® {Eg} = I = Z {6;_5} Ol = I = Z {E‘;_m} P ea,
s () 5=0

et qie
{er} é uni espago T-dintensional gerado por €y ¢

= lim fi_pe1-

=

Seja Iy (€) o subespago gerado por €€y, ... € cousidere 1y a projecito de

sobre I; (€3, entdo uy deve ser o combinacdo livear de €, €,_y, .. ¢, portanto, iy =
L2} " FIppe
Yoo Ps€ros. Asshe

E(1€-5) = ¢E (Efz_s).
Como yy = uy + yy - Uy, entio:
E(yer—s) = Elyers) — E(ye — ) €] = E{yrer—s),

pois o termo (yy — 1) ¢ orlogonal qo espago que contént €, ;.
Loge:
E(yi€i 5)

lPS 7
E{el,)
De fato, para s = O v come yy = projlydfi ] + e, o = L.
Escrevendo dy = vy - 1y, verifico-se gue:
1. Paras <t E{die;) =0
2. Paras > E v € 1. Assini, como €5 L I, entdo €, 1. dy, de modo que
E (Esdf) ={.

Disso conelii-se que 1, L dy para fode s, £ Se uy e dy sdo orfogonais, entao:
{ [

Var (i) -+ Var {d}} = Var (y;) < o0, porque yy ¢ estaciondrio,
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Entéo:

[#+]
Z W2E (ef_s)z < var (i) < o0.
s={}

Resta provar que dy € singular. Primeiro note que dy € I = L_y @ {e1}.
Como €, L dy, € forgoso concluir que dy € I . Igualmente, dy L €,_q ¢ assim
sweessivamente, ji que dp L e, Vs, t:

hashaodw{eg ) =d el

d; E I—m - mo_owlf.

Portanto, dy é determinado pelo passado remoto de yy.
O passo final & provar quie a projeciio de dy sobre Iy éa mesma que a projeciio de
dy sobre I (d), en que Iy (d) é o espago gerado por dy, dy_1, . .. Para isso, observe que:

Iev=hoo(d)@ ] (e)

De novo, como dy L e, Vs, b, dy € L_y (d) ¢, portanto, I (d) = L,_y (d), para
fodoted, € Ly {d),s = 0. Lago,

d € I_oo (d) = N1, (d).

Conclui-sc que dy ¢ determinado por sew proprio passade remwoto e pode ser
previste comn varifincin wula.

Nota 3.1 Enmbora a deconposiciio seja linear mesmo para processos nio-lineares, o
que significa que se pode aproximar um processo ndo-linear por um linear, ¢ claro que
0 processo nio-linear tende o aproximar melhor o processo estaciondrio.

3.1
Funcao de Autocorrelagdo - FAC -

A fungdo de autocorrelagdo ¢ o grdfico da autocorrelagio contra a defasa-
gem. A fungdo de autocorrelagio permitird identificar a ordem g de um processo
MA. Veja o porqué, lembrando as fungdes de autocorrelagdo de alguns processos
jd conhecidos:
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Modele FAC
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A tabela anterior mostra que a autocorrelagdo do MA torna-se zero a par-
tir da defasagem g, enquanto a dos outros modelos decai exponencialmente.
A Figura 3.1 confirma esse padrdo. O modelo ARMA, por sua vez, passa a
decair geometricamente a partir da defasagem g. Essas caracteristicas permitem
determinar padrdes sobre as fungdes de autocorrelagio e autocorrelagio parcial
que ajudam a definir as ordens p e g de um modelo univariado.

Esses padroes, todavia, nem sempre sio muito cristalinos, por serem estocas-
ticos. Uma mesma série pode sugerir padries alternativos de modelagem, em
razdo da dificuldade de inferir qual é o padrao gerador daquela fungio. Além
disso, dependendo da magnitude dos coeficientes de ¢ (L) € 9 (L), o padrie que
emerge na FAC é diferente do padrao do verdadeiro processo gerador de dados.

O que importa, na pratica, ¢ extrair o maximo de informagdes possivel da sé-
rie, a ponto de gerar um residio que seja estatisticamente um ruido branco. Essa
seria a melhor modelagem possivel a ser obtida a partir dos dados observados.
Supostamente, essa modelagem levaria as melhores previsdes estatisticas.

Convém pontuar, entretanto, que a informagao do econometrista normal-
mente ¢ diferente da informagaoe disponivel ac agente na sua tomada de deciséo.
Como resultado, pode ser impossivel modelar corretamente uma série, ou a
modelagem ideal ¢, na verdade, um resultado estatistico artificial.

3.2
Funcio de Autocorrelacao Parcial - FACP

Em um modelo AR (1), existe uma correlag@io implicita entre yy e y;_o. Isso estd
presente na FAC, por meio do decaimento exponencial. Entretanto, podem-se
filtrar as correlagdes, de forma a manter apenas a correlagdo pura entre duas
observagtes. Esse processo de filtragem implica gerar a fungio de autocorrelaco
parcial ~ FACT -, pela qual eliminam-se as correlagbes implicitas entre duas
observagdes. Dessa forma, em um AR (1), a autocorrelagio parcial entre y; e y_y
desaparece.

Formalmente, a fungdo de autocorrelagdo parcial ¢ o gréfico de ¢;; contra j
estimado a partir das seguintes regressdes em que a série original tem sua média
subtraida:

Ye=@iavi-1 +Ppaly o+ Hdiy o te, j=1,2,...,

em que ¢; € um erro.

Em outras palavras, o procedimento consiste em regredir y; contra y;.; e
obter ¢y ;. Em seguida, deve-se regredir y contra y;_q e y,_». Serdo obtidos os
coeficientes ¢ 1 e Pn, dos quais interessa apenas este tltimo; e assim por diante.
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f

A partir de agora, ¢ importante imaginar teoricamente o que deve acontecer.
Se a andlise recair, por exemplo, sobre wm modelo AR (2), os coeficientes obiidos
a partir de j > 2 deverdo ser iguais a zero. Genericamente, em um AR (p), serdo
encontrados coeficientes diferentes de zero, até ¢, ¢ estatisticamente iguais a
zero, a partir de entdo.

Em um MA (g), dada a condicao de invertibilidade que torna esse processo
num AR (o0), pode-se mostrar que os coeficientes q??j_j decacm exponencialmente.
Quando se tem um modelo ARMA{p, 7}, hd decaimento exponencial a partir da

defasagem p.

Nota 3.2 Na prdlica, Enders (2004) sugere calcular o fungiio de autocorrelacio
parcial até j = T/4, em que T & o tamanho da amostra,

3.3
Identificacao

3.3.1 FAC, FACP e LIUNG-BOX

A partir das idéias anteriores, podem-se identificar mais facilmente os modelos
AR (p) e MA (g) e, com dificuldades, o modelo ARMA (p, g). A FAC define a
defasagem do MA. A FACP define a defasagem do AR. No primeiro caso, sabe-se
que a fungdo de autocorrelagdo decal exponencialmente com o aumento de
defasagens, e a fungiio de autocorrelagao parcial é truncada a partir da defasagem
p. No segundo caso, ocorre o inverso. A funcio de autocorrelagio ¢ truncada na
defasagem ¢, e a fungéo de autocorrelagao parcial decai exponencialmente. No
caso de uma ARMA {p,y), ambas as fun¢des decaem exponencialmente a partir
da defasagem de truncagem. [ssa defasagem €, freqlientemente, dificil de reco-
nhecer visualmente. A FAC comegard a decair a partir da defasagem g, ¢ a FACE,
a partir da defasagem p. O quadro a seguir resume as condigoes apreseniadas:

Modelo FAC FACP
AR (p) Decai exponencialmente Truncada na defasagem p
MA () Truncada na defasagem g4 Decai exponencialmente

ARMA {p,q) Decai exponencialmente se j = g Decai exponencialmente se f = p

Nota 3.3 Visualmente, é dificil identificar quando se inicia o decainiento exponencial.
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Nota 3.4 Tsay (2005) propde uma wetodologia para identificar modelos
ARMA (p,q), entretanto parece ser un metodologia muito trabathosa vis-d3-vis 0
processo de verificacio de restditos a ser discutido adiante.

Qutro problema surge para estitnar os valores da variiincia da autocorrelagio e
da autocorrelagdo parcial, porque dependem dos verdadeiros valores dos coefici-
entes, os quais sdo desconhecidos.

Do ponto de vista prético, as estimativas dos coeficientes sdo obtidas con-
forme o procedimento a seguir:

1. Obtenha a média amostral da série y;:

):L 1Y

g = ==l

2. Em seguida, calcule a aulocorrelagio amostral,

g:;r:ﬁl (vt - 7) (y:_;__—ﬂ)

. oa T ;
p'p = - ’ }:];21"'1
5 Yy (v - 7

T

em que o acento circunflexo indica pardmetro estimado?.
3. Depois trace o gréfico de §; contra j.

4. Em grandes amostras, a varidncia das estimativas para um ruido branco
pode ser aproxinmada® por T~1. Esse é o referencial bésico para tragar o
intervalo de confianga, jd que o objetivo & obter residuos que sdo estatis-
ticamente um ruido brance.

5. Se a série for um MA (g), entdo a varidncia das estimativas pode ser
aproximada por T7'(1 - 2[3;11 02), para | > g. Se os valores de f; forem
estatisticamente diferentes de zero, ou seja, se a hipétese nula Hy : p; = 0
contra Hy : 2 # U érejeitada, considera-se ﬁj diferente de zero. Ha softwares

* A razdo de se dividir a autecovaridncia pov T e ndo por T — f, como se esperaria, foge ao escopo deste
texto. Pade-se mostrar que o erro quadritico médio é menor dividindo-se por T.

* Também conlecida como aproximagio de Bartletl.
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que calculam esse intervalo de confianga para ajudar na idenlificacao
da FACP, aproximande gg por f;. Outros pacotes simplificam ¢ usam o
intervalo do ruide branco mesmo, em razio da indisponibilidade do p,. No
caso, é importante entender que a rejeigdo da nula sob o intervalo de um

ruido branco poderia ser falsa se o intervalo correto fosse calculado.

6. Para a TACLD, a varidancia de ;; também ¢ dada por 17 Upara um AR (p),
quando j > p. Assim, se a estimativa estiver enle dois desvios-padrio,

L2772, ndo se rejeita a hipalese nula de coeficiente igual a zero.

Nota 3.5 Necessita-se dos verdadeiros valores de p; para calcudar o intervalo de
confinnca. Por isse, o procedimeito descrito para a identificacdo de modelos ARMA
deve ser usado apenas conw wma regra de bolso. Na verdade, as vartincios das
estimativas de autocorrelagdo dependem wimas dns ontras, de modo que Tut wn
conlaniinacdo no intervalo de confinnga de cada g dessas cstimalivas [veja
Priestley (1981) para uma discussao sobre isso, particularmente o Capitulo 5].

Em outras palavras, a aproximagio de Bartlett para amosiras limitadas nio é
muito boa. O mesmo ocorre com a fungio de autocorvelagio parcial.

Uma maneira melhor de verificar se hd ordens maiores no madelo ARMA
& usando a estatislica de Ljung-Box, cujas hipdteses nula e alternativa s3o mais
bem inferidas dessa forma, porque as autocorrelagies sdo conjuntamente identi-
ficadas.

Sejam a hipolese nula dada por Hy - L“}“____:] p; = 0 e aalternativa dada por
H; )d‘;-'__l pi # 0, entdo poade-se lestar cssa hi[._nﬁl(-rsc usarcdo a seguinte estatistica:

N
O TrE) X

em que /) x> indica convergéncia em distribuigdo para uma distribuigao qui-
quadrada com # graus de liberdade®.

Ora, como o keste indica, se uma das autocorrelaches for diferente de zero,
ha evidéncia de existénecia de wmm modelo ARMA (¢} Be estimado o maodelo e
s residuos obtidos ndo apresentarem mais evidénda de autocorrelagio usando

essa eslatistica, o modelo eslard bem estimado.

P hipateses nuda e alternativa desse teste poderiam ser formulaches de oelra forma, senaltern o

estatizticn. Nesse caso, a hipdlese nelyés Hy gy = 1 para lendar [, contea Hfy cpy A0 para alpum g
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Nota 3.6 Na prdtica, identifica~se o modelo por meio da FAC e FACP. Em 'segu_fdﬁ, _
usa-se 4 estatfstica de Ljung-Box sobre os residuos estimados para confirmar e refor_'gar'__;
os resultados. Caso os resultados nio se confirmen por essa estatistica, édicidnafn-ée
novas defasagens e repefe-se o processo de 'veriﬁcagﬁa de resfduos. ' T

3.3.2 Critério de Informacao

O critério de informagédo € uma forma de encontrar o mimero ideal de pardmetros
de um modelo. Para entendé-lo, tenha em mente que, a cada regressor adicional,
a soma dos residuos ndo vai aumentar e, freqientemente, ird diminuir. A reducéo
se dé & custa de mais regressores. Para balancear a reducéo dos erros e 0 aumento
do nitmero de regressores, o critério de informagéo associa uma penalidade a
esse aumento. Se a penalidade for menor que a diminui¢do da soma de residuos,
o regressor adicional deve ser incorporade ao modelo. Se a penalidade for maior
que a diminuigido da soma, o regressor adicional traz mais custos que beneficios.
A idéia do critério de informag&o € minimizar uma fun¢io baseada nos residuos,
penalizada pelo niimero de regressores.

E dificil identificar o modelo ARMA {p, 4) visualmente. Freqiientemente, dois
ou mais modelos possiveis geram residuos cujos testes indicam ser um ruido
branco. O melhor modelo sera o mais parcimonioso, satisfeito que os residuos
sejam 0s menores possiveis. Isto é, 0 modelo mais parcimenioso, portanto com
menor ndumero de pardmetros, deverd gerar menos imprecisido de estimativas
justamente porque tem menos pardmetros que um modelo com mais parimetros.

As estatisticas descritas a seguir tratam desse problema e sdo usadas para
escolher 0 melhor modelo. O critério de especificagdo tem, em geral, a seguinte
forma:

C=mo*(T) +cro(T),

em que

8% (T) = T~1 L, &7 ¢ a variancia estimada dos residuos;
cr representa o ntimere de pardmetros estimados;
@ (T') é a ordem do processo, que penaliza a falta de parciménia.

O primeiro termo da equagio mede a adequacio do processo. E claro que,
quanto menor a varidncia dos residuos, melhor. Entretanto, tal reducio de va-
riancia foi obtida a custa da imposigdo de mais pardmetros ao processo, cuja
penalizagdo ocorre na segunda parcela.
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Nota 3.7 Nole que o mimero de observagdes, T, ¢ invariante vo nilmere de parfinetros
estimados. Isso significa ser preciso comparar séries cont o niesmo nimero de
observagdes.

4 trés principais critérios de informagao. A estatistica de Schwarz é dada
pela seguinte expressao, denolada por BIC (Bayesian Information Criterion) ou
SBC {Schwary. Bayesian Criterion):

nT
2
BT
em que

# = p4- ¢, se o modelo ndo tern constante, ¢

w=p-g+ 1,50 hi constante no modelo,

22
A estatistica de Akaike, denotada por AIC (Akaike Information Criterion), é
dada por:

AIC{p,q) = Ind? + n-,?,.

Finalmente, a estatistica de Hannan-Quinn, HQ, é dada por:
27 2 o
HQ{p,g) = Ind” + ”T IninT.

Quanto mals parametros sao estimados no mesmo perfodo de amosira, me-
nor serd o erro cstimado, mas isso serd penalizado na segunda parcela da
estatistica. Por isso, descja-se o nienor AIC, HQ ou BIC possivel.

Nota 3.8 Modelos cont diferentes mmostras nio podem ser comparades por esses
critérios. As mosiras devent ser igunis parg compiragio.

Nota 3.9 Enguanto o critério BIC é consistente assinfolicamente, tendendo i escollter
wiin tnodelo mais parcimonioso qie o AIC, AIC funciona inelhor em peqiicitas arnostras,
nio obstante seja viesado para escollier modelos sobreparametrizados. O crifério HQ
também 6 nssintoticamente consistente, porén ¢ menos forle que o critério BIC,
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Nota 3.10 Os resuftados valem tanfo para processos estaciondrios quaﬁto para
processos integrados (Lutkepoh] e Kritzig, 2004). '

De forma geral, se T > 16, entao®:
BIC < H(Q < AlC.

Em resumo, os critérios de informacio sdo:

Critério de informacio  Definigdo

2
AIC Ing? + n=.
né +HT
BIC Ind +niﬂ—]:
T
. ) 2 .
HQ Inée + n;flnln]'

A seguir, sdo mostrados exemplos das vérias possibilidades visuais que se
podem encontrar com séries de tempo reais. Sio exemplos das configuraces
mais comuns.

3.3.3 tdentificagao de Modelos AR, MA e ARMA

Exemplo 3.1

A Figura 3.2 apresenta os grdficos de autocorrelagio e autocorrelac@io parcial de
it processo MA (1) yy = €4 +-0,4€;_1. Os intervalos de confianca siio baseados
na varidncia de wm ruido branco, portanto trata-se da versfo sinplificada de
cidlculo do intervalo.

Tratando-se de wni MA (q), é de se nolar que a fungfo de autocorrelacdo 6 de
fato truncada na primeira defasagent, A FACP deveria decair exponencialmente.
No caso rg‘essa stinutlacio, e de imimeras séries temiporais reais também, a FACP
aparece truncada na primeiva defasagem, o que pode gerar divida se se trata

¢ Embora usados indistintamente para identificar modelos ARMA (p,q), na verdade, os critérios
sugeridos sdo indicados pata modelos aulo-regressivos exclusivamente. A razio é que o3 modelos
ARMA (p,q) podem ter as ordens p e 4 simultaneamente superespecificadas, e estas se cancelariam
de um Jado e outre. Veja Liitkepohl e Krétzig (2004), que propSem um procedimento alternalivo,
conhecido como procedimento de Mannan-Rissanen, para identificar mais correlamente o modelo
ARMA por meio do critério de informagao.



Capitnlo 3. Processos Estaciondrios

de wm modelo ARMA (1,1). A solugio da divida é simples: estime os dois
modelos ¢ tome aquele cujos residuos so um ruido branco. Se ambos Hveren
residuos que so unt ruido branco, escolha o modelo cujo critério de informagio
¢ 0 menor possivel.

10

— At MATLE
s
°-°.I"-—.-——....!. - - =
o)
L o - _
|
Al Magl)
a5}
-a.5)
o 5 0 N

Figura 3.2 Fungdes de aittocorrelagio e mutocorrelagiio parcial de wm MA (1),

Exemplo 3.2
A Figura 3.3 apresenta os grificos de mitocorrelagio e autocorrelagio parcial de
um processo AR (1): yy = 0,6y, + €.

Bl EURRY 1]

a5 I

N T
1] 5 1'0

i'o AL ARCEY
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Figura 3.3 Fungdies de mirlocorrelagdo e atdocorrelagio parcial de wm AR (1),

Claramente, verifica-se que a fungiio de autocorrelagdo parcial & trinieada na
primeira defasagent e parece haver uni decaimento exponencial dn autocorrelagdo.
Trata-se de win modelo AR (1),
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Exemplo 3.3
A Figura 3.4 apresentn os grificos de autocorrelagiio e aufocorrelagfio parcial de

unt processe MA (2): yy = €4 -+ 0,464 + 0,362

1.0
FAt MA
(]

L Hmo o .

FAC IS WAL

Figura 3.4 Furcées de amtocorrelagio e autocorrelagio parcial de won MA(2).

De novo, essq simulagio representa wim MA (2}, mas de dificil identificagio,
pois pode ser confundido cont wm ARMA (1,2) out mesmo uni AR (1), quando
se tomamm ent conjunte a FAC e a FACP. De novo, o procediinento usual é gerar
os resultados de todas as combinacdes possiveis e tomar aquela cujos residios sdo
it ritfdo branco e com o menor valor do critério de infornagio.

Exemplo 3.4
A Figura 3.5 representa a sequinte especificagdo de unt modelo AR (2): y =
O,Gy;_l + D,4y;_2 + €.

100

-— FAL Al
0,75F
0,50
0,25
& 5 10 -
Lar
FACT AN
vk
- . B
'G.S'
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Figura 3.5 Fungdes de autocorrelogdo ¢ mutocorrelacio parcial de om AR (2).
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+

O decaimeitte di FAC ¢ lento, sugerindo que os coeficienies do processo
somam 1. Nio obstante, as raizes estdo fora do clicwlo unitdrio, sugerindo

processo estaclondrio.

Exemplo 3.5 .
A Figura 3.6 representa @ FAC e o FACP de um ARMA (1, 1), com a seguinte

especificngdo: yy = 0,6y + ¢ +0,36,5.

104,
bad AN

UII HewEf e wm
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Figura 3.6 Fungies de autocorrelagio ¢ autocorrelagiio parcinl de i ARMA (1, 1),

Em ambas as funcdes, Jui decaimento exponencial. E muite difict
identificar onde eles se inician. A regra prdtica & a sequinte: avalie o crifério
de informagio de fodas as combinagOes possiveis de modelos a partir do
ponte em que vs coeficientes do FAC ¢ FACP fornmu-se estatisticamente
insignificantes. Toue v modelo com o senor valor. No exemplo, defie-se
ARMA (Pumax, fmax) = ARMA (5,7}, cuju especificacio é justificdvel se honver
interpretagiio econdimica. Se o pesquisador for wm pouco mals Tiberal, poderd
ajustar ARMA (Prax, max) = ARMA(3,3). Nesse tltino case, haverig 16
combinacdes o considerar, pois p=0,1,2,3e4=10,1,2,3.

Exemplo 3.6
Considere a taxa mensal de inflagio medida pelo [IPCA. A Figura 3.7 apresenta
o grifico de autocorrelagdo ¢ autocorrelacio parcial dessa série.

Como pode ser nolado, @ antocorrelagdo decal exponencialmente, indicondo
que @ série possui componenie de média wdvel igual a zero. A antocorselngio
parcial ¢ truncada ua primeira defasngem, indicando wm processo AR (1), A
interpretagdo ccondatica para esse resultado ¢ gue apenas a inflagiio do més
passado possti cfeito significativo sobre a inflagio cortente. A taxa de inflagio

5
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1.004

|. — FAC IPCA

Figura 3.7 Fungdes de aittocorrelagdio ¢ autocorrelagtio parcial do IPCA.

eni meses anteriores (f — 2,t — 3,...) nilo possuti efettos sobre a inflacio corrente.
Trata-se de um resultado esperado, pois a literatura sobre o assunto sempre supoe
algum tipo de inercialidade sobre a inflagio. O IPCA serd usado na proxima segiio
para entender o processo de estimagio.

Em resumo, define-se a méxima ordem p e g do modelo na defasagem refe-
rente a ultima hipStese nula rejeitada nos graficos das funges de autocorrelagio
e autocorrelagdo parcial. Depois, estimam-se todas as combinactes de modelos
possiveis, de forma a identificar o modelo minimizando a estatistica de informagao
ou critério de especificagdo. Por trds dessa idéia, estd a de buscar 0 modelo mais
parcimonioso possivel, que, em geral, gera melhores previsdes, segundo Box,
Jenkins e Reinsel (1994),

3.4 o .

Estimacao Condicional

Esta secdo mostra como estimar 0s modelos univariados estaciondrios usando
o0 método de méaxima verossimithanga. Inicia-se com o método de maxima ve-
rossimilhanga condicional. Trata-se de um método que é assintoticamente equi-
valente ao da méxima verossimithanca exata, a ser visto depois. A vantagem
do primeiro método € a facilidade de especificar e, conseqgiientemente, de es-
timar a fungéo de verossimilhanga. O problema é nio ser tdo eficiente quanto
o métedo exato, sobretudo para pequenas amostras. Em geral, o pesquisador
assume distribuicao normal ou t-student e procura estimar o vetor de parametros
¥ = (C, ¢ Ppifh, 0, .. .,Sq] que maximiza a probabilidade de a amostra
pertencer a distribuigdo especificada. A seguir, sdo estudados os casos principais,
assumindo distribui¢do normal, segundo Hamilton (1994).
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3.4.1 Funcio de Verossimilhanca para um AR p)
A idéia de estimacio condicional para um processo AR (p) € usar as p primeiras
observacoes como valores iniciais para maximizar a funcéio de verossimithanga

condicional:

o (e T twe)

T-p
In f (ylyr 1 yee 2, eyt = __j_,r In (Z?TJZ) — L 553
f=pl

Observe que o vetor de pardmetros dessa fungao, ¥, é o mesmo do de mini-
mos quadrados ordindrios. A vantagem do métado é a facilidade de estimagdo
para o caso auto-regressivo. O que muda, nesse caso condicional, entre médxima
verossimilhanga e minimos quadrados, é a estimativa de 2.

Quando T é suficientemente grande, as p primeiras observagoes contribuem
marginalmente para o total da verossimilhanga. Desse modo, a verossimilhanga
condicional e a exata acabam tendo as mesmas propriedades assintdticas, desde
que as rafzes de ¢ (L) estejam fora do circulo unitario.

Nota 3.11 Mdximas verossimilhancas condicional e exaia tém as mesmas proprieda-
des assintoticas, assim como o método de minimos quadrados condicionais, quando as
raizes de (L) estdo fora do cfrculo unitdrio. Do ponto de visia econométrico, essas
estimativas sio todas consistentes, embora o método de nudxini verossim ithanca exalto

seja preferido por ser o mais eficiente.

Na estimacio, é importante ter estacionaridade estrita, pois isso garante
que certas condigdes necessdrias para inferéncia sejam satisleitas. Além disso,
embora geralmente assuma-se distribuigio normal, se a distribuicao do processo
gerador de dados nao for normal, as estimativas ainda assim serdo consistentes,
A intui¢do para esse resultado é que, se a estimagao por minimos quadrados,
cujas estimativas $a0 as mesimas da maximizagao da fungiio de verossimilhanga,
& consistente, o mesmo deve ocorrer com a maxima verossimilhanga. No en- -
tanto, serd preciso corrigir a matriz de covaridncia estimada. Com a corregao,
as inferéncias estalisticas continuam validas. Trata-se do método de eshmagao
de quasi-mdxima verossimithonca. White (1982) propde uma forma de correcio da
varidncia dessas estimativas.

O grande problema da estimacio, contudo, € quando existe um modelo de
médias mdveis, ja que ndo se observam os erros, necessarios para calcular os
pardmetros da média mdvel. A proxima segdo sugere uma forma de resolver

esse problema.
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Exemplo 3.7
Lisa-se o IPCA para exemplificar o wso da téenica de estimagio condicional. O
modelo estimado foi o seguinte:

= {4y

Hy = iy + €.
Note que o modele pode ser sintetizado em uin AR (1) da seguinte forma:
Yt =p+ug_q + e
Conmo uyp.q = yy—1 — f, temi-se:

ye=p+¢{yr —p)+e
= p (1 =)+ i1 + €y
= ¢+ Py + €

Comop =c/{l—¢)éclaroque pu{l —¢) =¢

Alguns softwares, coma ¢ Eviews, usan: essa especificacde para estimar ¢
miadelo, porgue o resultado gera diretamente a média incondicional, p, gue é um
coeficiente de mafor inleresse que o c.

Por razoes que serio aclaradas na secfio de diagndstico de residuos, a série
de IPCA a estimar foi dessazonalizada, usando o método X — 11. A andlise da
séric dessnzonalizada quanto as fungoes FAC e FACP nio se alterou. O resuitado
obtido é descrito na equagio a seguir:

IPCA; = 0,612 + uy;
(0,129)
ty = 0,801, + €.
(0,048)

A sérig original ten 149 observagdes. Na regressio, foram utifizadas 148 em
razdo do condicionmmento da amostra a primeira observacio. A inflacio de longo
prazo estd em torno de 0, 61% ao més. O coeficiente do AR (1) representa o ¢ e
indica uma considerdvel inercialidade, a despeito do Plano Real. O desvio-podriio
dos coeficientes, indicado entre parénteses embaixo dos cocficientes estimados, foi
ajustado para helerocedasticidade e autocorrelagio e indica alta significdncia.

3.4.2 Funcao de Verossimilhanga para um MA (q)

Considere inicialmente um MA (1), como forma de ganhar alguma intui¢do com
relacdo a um modelo de ordem g > 1

yr = €1+ 8¢y,
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Primeiro, fixam-se os valores iniciais dos erros a sua esperanga incondicional.
No caso do MA (1), fixa-se ¢y = 0. Trata-se de uma hipdtese inicial bem razoavel,
porque é desejavel que os residuos sejam nulos. Com isso, podem-se obter 08

erros em funcdo da varidvel observada:

£ =1 Hey = 1
€3 = y2 — Pey = y2 — By

3= y3— ey = y3 — 0{y - Byy);

b1

e = 3 (~8) yis

il

E claro que essa derivagio vale se |8] < 1, razdo pela qual se requereu
invertibilidade anteriormente. Se |8] ndo é préximo de 1, esse condicionante
tera poucos efeitos préticos, de modo que a fungao condicional vai ser uma
boa aproximagao para a incondicional’. Assim, a fungdo de verossimilhanga
condicional a maximizar, supondo distribui¢do normal, fica:

T =1 -

YUY (-0) i

f==1 N i={0

|

T , 1
Inflynye 1, Y1lep =0 ;¥ = —5 In2mos — %

3

As derivadas ndo sdo exatas e, portanto, ela é maximizada, vsando-se méto-
dos numéricos. O método de minimos quadrados nao-lineares também poderia
ser utilizado, observada a diferenca de estimativa sobre o desvio-padrio, 0.

Generalizando, pode-sc estimar um MA (g) fixando os valores iniclais por

meio da esperanga incondicional:
g =€ 1= " =€_441 =10
Definindo g = (c‘u,e__ - q.|_1) e assumindo invertibilidade, a fungao de
verossimilhanca condicional ¢ dada por:
T2

T -
Inf (g oo i fee =05 = In2mr? — %; %

~J

7 Entretanto, quando [B] estiver proximo de |, esse tipo de condicionanie nao seri muita bom, devendo-
se preferir a maxima verossimilhanga exata, Infclizmente, ndo é possivel saber qual opgao utilizar @

priori.
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Novamente o problema do método é quando as rafzes da polinomial estio
proximas do cfrculo unitério.

Exemplo 3.8
Continuando o exemiplo de IPCA, estima-se umt modelo MA (3), suficiente para
branguenr os residuos. A seguir, é mostrado o resiltado da estimacao:

[PCA; = 0,640 4 0,855¢,_1 + 0, 6225 + 0,256€;_3 + €.
(0.074)  (0,077) {0,091} (0,078)

3.4.2 Funcdo de Verossimilhanca para um ARMA (p.q)

Para o caso de um ARMA (p, q) condicional, assume-se que 0s erros iniciais sejam

nulos, de formaqueeg =€ 1= - =e_g4) =0.
O componente auto-regressivo, por sua vez, pode ser condicionado de duas
formas. Na primeira, fixa-se yg = y.1 = -+ = y_p41 = ¥, a média temporal da

variavel que supostamente converge para sua esperanca nio condicional. Nesse
caso, inicia-se a estimagdo usando a amostra toda, ou seja, as observacdes de 1
a T. Formalmente, dados os valores iniciais ¥y = (yo,¥_1,...,Y_ps1) € €9 =
(€o,€_1,-..,€_g41), calculam-se os residuos:

P q
€=y —C— Eqbfyf_; - 29;*5;—,-} t=1,2,...,T,
21 j=1

e maximiza-se:

T . T 62
Y = . i
Inf (yr, y7-1s-- - Y1 |yo €0 F) = ~5 270 - ) =L
t=1 <
Outra possibilidade é assumir os valores iniciais de ¥ como os valores obser-
vados. Nesse caso, inicia-se a estimacédo em f = p + 1. Essa altima alternativa é a
recomendada por Box, Jenkins e Reinsel (1994). Dessa forma, fixa-se:

Ep = Gp—'i == E€pgyl = 0

e maximiza-se:

In f (yr, 4710 Y1 |YpoYp—to- - Y1 €p = €poy = - = €y_gy1 = 0;F)
T-p o T ¢
=—-—+m2ne* -y L.
2
2 o1 20
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Numericamente, procede-se 8 maximizagao condicionada da seguinte forma.

1.

10.

Defina um vetor de pardmetros iniciais ¥Y?, dados os valores iniciais,
(‘J‘Oreﬂ)-

Use esse vetor de pardmetros para construir a série inicial de erros:

q
€y = W1 — & ani Yy — }_: (J?Eo’,,,j,para todo £.
i-1 fo 1

Encontre o vetor de parametros ¥1 que maximiza a verossimilhanga que

contém os seguintes erros:

4 i
_ 1 Y| ) " pl= )
E1p =t — 0~ E_zfibfyf_‘ - Z_/()jé‘g’f_r
;l

=1

Com ¥/, recalcule os erros, daclos os valores iniciais, {yq, €o):
}J [lr
- 1y 4 1%
g Y L8
izl j=1

Em seguida, encontre o vetor de parémetros y? que maximiza o Verossi-

milhanca que contéin 0s seguintes erros:

q
€xp = Iff - Z(P! Y Zﬂfé_“j

i=1 =1

De modo geral, para n > 2, calcule:

4

Eu,f = it — " Z fP:i_. ] - L gueu A

BN j:

Em seguida, encontre ¥+l que maximiza

¥ i
1 - +1 1z
Epg1p = Yt~ ¢t L‘P;r Ye—i — ZG;! TE -
j=

i=1

Maximize a verossimilhanca que contém 08 erros €y,r, para encontrar wn

vetor de parametros tal que In f {; " B nf(;¥").

. Volie ao passo 6.

Pare quando |¥"*! — ¥"| < €, em que || representa a norma. Geralmente,
fixa-se € < 1075,
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3.5
Estimacao Exata*

3.5.1 Funcio de Verossimilhanca para um AR (p)

Primeiro, é preciso montar as funges de verossimilhanca exata para um pro-
cesse AR (7)), de forma a estimar o velor de paramelros. Inicialmente, consi-
dere as primeiras p observagdes do processo AR (p), definido pelo velor Yy =
(y1, 2, .. ,,yJ,)". F preciso encontrar a funcio de verossimnitlanca ndo condicionnl
para as p primeiras observagiies. Dai em diante, condicionam-se as observacoes
restantes as anleriores, Procedendo-se assim, obtém-se a funcao de verossimilhanca
exata. Lssa metodelogia @ chamada decomposicio do erro de previsdo da funcio
de verossimilhanga.

Considere a matriz de covaridncia, Vy, dessas primeiras p obscrvagoes:

_ e pof E{yp =)y 1) - Eln—p)(yp - p)
g Bl il =y Edy - n)* E{yo—m)(yp 1)
L '/J’ = | ‘
- ) . - -‘ : 2
LEQyy )y~ T{yp— W)y =) o Ely 1)
{ T ¥ e
T i . '7;:--2
A 2 A
o que
¢ ] &

Dessa forma, a fungiio densidade de probabilidade das primeiras p obser-

vagoes o

R

. :
. . i 2 1 .
f (yj,,,yr,___;,,,,,jfl;‘{') = (21} I{J' EVF ][ exp {—2{—2 (YP ;r)I VP ! (Y, ;;)J =

I L
A N P P Pl v
= (2;((: ) ‘Vﬂ " exp {—Z;E (Y - 1) Vo (Y ;f)} .

eI ue g ¢ um vetor pox T com elementos todos iguais a .
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Para { = p, pode-se condicionar a fungio de verossimilhanga aos valores

anteriores, conforme representado a seguir:

Jr

f{yf|y.r--l;yf 2::_‘)’1;1[-;) = f (Hf|yi—|f_lff—-21"'-r_lff—p;\{)

= (mez) % exp | - (‘l"" CeT );iz:] djjy[__,')z..

A fungdo de verossimilhanga com amostra completa é:

flnlyor -z yuEy=F (_l,r‘p,yru--j,-u;}}1;‘?)
T
< TT Filvevoye 20 ve-pi ).

t=p |-l
Dessa forma, a fungdo log-verossimilhanga € dada por:
| R 1 Fypol
i f (e e o8y = 30V s (=) ¥ (Y =)
P
T Tl —e- i i :)
: E]n (QFT{TE) - L ( 2{;2-- L

f=ptl

Fssa funcio tem de ser maximizada numericamente. O poderio computacio-

nal atual permite isso, assim como a inversdo de V), sem maiores problemas.

Nota 3.12 Eni vez de considerar apenas as p primeiras observagdes para constriir
a matriz de covaridncia, pode-se proceder usando todas as T observagdes. Isso seria
possivel se fosse constritida uma matriz de covariducia maior. Pode-se mostrar gue,
nssintoticamente, os resultados seriant idénticos,

3.5.2 Fungido de Verossimilhanga para um A (q)

Para um modelo MA (g), pode-se derivar a fungao de verossimilhanga exata,
condicional aos dados ¢ & estrutura do processo. Preliminarmente, € necessario
estudar a estrudura do processo. Seguindo Box, Jenkins e Reinsel {(1994), convém

visualizar as equagoes do modelo, assumindo, por simplicidade, que j = 0.

¥ = €14 ):}‘1:1 0icr
Y2 =€+ E;.___] dica.

yr=¢€r -+ Z?:i Bie7-
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Agora defina os vetores ¥ = {y1,y2,...,y1)"; €4 = (€_(g-1),€~(g-2)s- - - €0)’
ea = (€1,€2,...,€7). Em seguida, defina a matriz triangular inferior Lg de
dimensdo T x T que contém 1’s na diagonal principal, 6; na primeira diagonal
secunddria, #; na segunda diagonal secunddria, e assim sucessivamente:

1 0o 0 0 0 .- 0]

g 1 0 0 0 0

g 6, 1 0 0 0

LH = 33 92 5'1 1 0 0
0 0 6 1 0

[ 0 0 62 6 1]

Defina a matriz Fr,, = (Bf]xq,[];x(T_q) Y, de dimensdo (T x g), em que 0

€ uma matriz de zeros de dimensdo (T - ¢) x ¢ e B, é uma matriz triangular
superior de dimensdo g x g, configurada da seguinte forma:

6, 6,1 - B
0 g .
Bo=1 . .q .
0 0 e 6(!

Dessa forma, pode-se escrever:
Y = Lpa + Fe,.
Invertendo Ly para isolar 4, obtém-se:
a=L"Y — L Fe,.

Agora defina ¢ = (¢,,4')’ e as matrizes Lz g7 = (0% g LYY, em que ¢
¢ uma matriz de dimensdo (g x T), e Mirigyxqg = (g F’Lg“)", em que I; € uma
matriz identidade de dimens&o 4. Dessa maneira, escreve-se

€ =LY — Me,.

Seguindo Perron (1990), pode-se dizer que a idéia principal é derivar a
distribui¢io conjunta de {y;}L, a partir da disiribuicdo conjunta dos erros
{ef}};_(q_”. Ora, ¢ problema evidente dessa especificagio é nao observar os
erros. Logo, a se¢io segue buscando formas de estimar consistentemente esses
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erros inicialmente, mantendo a estrutura exata da fungdo de verossimilhanga.
Assim, a func¢io densidade de probabilidade conjunta de ¢ &

ZTg

fley= (2?{02) ! exp [ 25{;%} )

O jacobiano da transformagio de {erd]., em {y;}r__l & unitdrio, como se
pode observar pela matriz L, de modo que a fungio densidade de probabilidade

conjunta de (Y, €.) &

SN B e GV
f ey — 2T Q818 Bgen)
f{Y,es¥) = (2?{0 ) exp 5 )
em que
O (81,0,...,05,¢.) = (LY - Me,)' (LY - Me.).
Os erros a partir de f = I dependem dc €., razio pela qual é necessario

encontrar uma forma de estima-lo corretamente. Para isso, imagine preliminar-
mente que, de alguma forma, os pardmetros ¥ sejam conhecidos. Nesse ¢aso,
seria simples obter €, a partir da projegdo de LY sobre M, ou sgja, a partir da
regressao linear;

LY = Me, -+ u,

de modo que a projegdo LY sobre M, para um Y fixado, resulta no coeficiente &.,

ou seja:
& = (MM) MLY.

Dessa configuragio, esta clare que, conhecidos os parametros ¥, recuperain-
se &, e, assim, todos os demais erros. A fungdo de verossimilhanga, entrelanto,
exige que s¢ conheca o pardmetro €. Por isso, ainda é necessdrio trabalhar um
pouco maijs para separar a funcio de verossimilhanga em duas partes. A primeira
parte servird para obter Y a partir de ¥ unicamente; a segunda parte servird para
obter a funcio concentrada em &,, de forma a definir esse parameiro condicional a
Y e ¥. Somando e subtraindo -2 (LY — M&,)’ Mé, +- & M'Me + eM’'ME,, mostra-
se via manipulacoes algébricas magantes que:

3 (81,8, ....8,€.) = (LY — Me,) (LY - Me.)
= (LY - M&,) (LY — M) + (e, - &) MM (€. — &)
~2{LY — ME.) M (e, — &),

Note que se parte da fungdo de verossimilhanga exata a partir do parametro
¢, e chega-se a expressdes que dependem desse paramelro e mais uma parcela
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totalmente independente dele. O dltimo termo é nulo porque # = {LY — Mé,)
é ortogonal a M. Logo, fazendo Q(61,02,...,0;) =- (LY ~ M&,) (LY —~ Mé,),
tem-se:

Q(61,62,....00,6.) = Q(01,00...,8;) + (e, — &) M'M{(e. - &.).

Por conseguinte, a fungiao densidade de probabilidade de (Y, €,) é:

fY,e;¥) = (2”‘72) 202

- T3 { Q{61,65,...,0) + (e, ~—€,.,)’M’M(e*—€*)]
exp | — .
Essa configuragdo permite decompor f (¥, e,;¥) em f(Y;¥) e f(e; Y, YY),

em que a primeira fungao ¢ a densidade marginal dos dados e a segunda ¢ a

densidade marginal dos erros iniciais, condicional aos dados. Logo, tem-se:

2§ 1 81,02,...,6;)
fY) = (2?‘({?2) PIM M| Texp [—MI

202

(€, — &) M'M (e, ~ é*)}

-1 ,
fles Y, ¥) = (ZHUE) |1’VI!1"-/I|2 exp [— 507

O estimador de méxima verossimilhanga de ¥ pode ser obtido unicamente a
partir da maximizacdo de f (Y; V). A probabilidade incondicional de ¥, dado Y,
éiguala f (Y; V).

Perron (1990) nota que, para T grande, iM’M|_% circunda 1, exceto quando
as raizes da pol%nomial estdo préximas do circule unitirio. De fato, para um
MA(L), |M'M|™? ~ (1~ 6%)%. Porém, se |6] — 1, a aproximagio é ruim. Os
exemplos a seguir ilustram esse ponto.

Exemplo 3.9 .
Considereunm MA (1). Entdo,

M’z[l g g2 ¢ ... (_])T-l-lgT]_

Assim:

1
(MM|7E = (14624004 g 02T)

- (11__98221')% = (1 _9%)%'
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Aldgualidade da sequnda linha decorre do formnila da sot de i progressao
geométrica, ¢ a aproximagdo vale quandoe T ¢ grande. Colocando alguns mimieros,

bl L

-8\ 4
. = A 7100 - L — = [ . { . 1 _. }2 oL
(& T) (0,1,1(;(1__921) 0,917 ~ 0,917 (1 ( ) :

1
3

]

3
S = i 3 . —_—es = " ’% g ) = - ERAR
(0,7 = (0,8 10) - (1 ”,ﬂ) 0,603 == 0, 600 (1 9]) ;
|

]
1. )2 2 .
(T} = (0,8:100) : (— ) = 0,600 = 0,600 = (1 ﬂsz _

Exemplo 3.10
Na caso dv i MA (2), a mafriz M, enegue T = 5,6

1 0 ]
0 1
e th
M- —9]92 f)] 9?
-2 (02~ 07) —7 -t (6, — 67)
~6 (67 2667) -8 (8} - 20462) — 8, (B - 67)
G (5 - 3070+ 03) 0y (0] - 36700 +63) — 0 (0] - 260:102) |

Assim, expandindo wne pouco pais para T o= 7, olténi-se o5 seguindes

mlores:
|

(B1;02) = (0,2,0,4): [M'M| 2 0,882
L
(hi0s) = (0,20,6) : |M'M| * . 0,767;

(8;8) = (1.2, -0,6) EM’M|”5 — (1, 069.

. 1 - . -
Portanto, se se pode ignarar [M'M] 2, a fungao de verossimilhanga reduz-se
a minimizacao de

Q 0y, 02, 05) - (LY = Me Y (1Y - Mé.).

Sabe-se que €, ¢ a esperanga de ¢, condicional a Y e aos pardmetros do

modelo. Usando e = 1Y - Me,, tem-se:

ElelY, ¥y =LY - ME(c:Y, V) = LY - Mé..
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Por conseguinte, a fungdo de verossimilhanca aproximada equivale a mi-

nimizar ;
Q(elf&?t”';eq) = Z érz.'

t= {g--1)

em que €; ¢ a esperanga condicional de €;, obtida a partiv da equagio LY — Mé,.

Neste ponto, convém destacar que a decomposigao da fungao de verossimi-
Thanca em duas partes também fol interessante para verificar a necessidade de sé
maximizar a primeira parcela. Isso ocorre porque, afinal, o interesse € estimar os
pardametros do modelo.

Apesar do esforco, ainda nao se atingiu o objetivo final de encontrar explici-
tamente os erros como funcdo dos valores observados de Y, de forma a obter &;.
Hé duas maneiras de resolver isso. A primeira ¢ a seguinte:

1. Escolha os valores iniciais de ¥';
2. Oblenha &, = (M/M)" ! M'LY;
3. Calcule é = (LY — Mé&,);

4. Emseguida, minimize Q (91, B, ..., Sq) = ¢'¢ e obtenha um novo conjunto
de pardmeiros;

5. Repita 2 até a convergéncia dos parametros.

Na segunda maneira, prevé-se para trds, segundo o procedimento de Box,
Jenkins e Reinsel (1994} denominado backforecasting. A idéia é usar as tltimas
vbservagBes para fazer a previsdo para tras, baseado no fato de que um modelo
estaciondrio pode ser equivalentemente representado por um modelo com erros
do future. O uso das tiltimas observagoes para prever as anteriores ¢ equivalente
a utilizar um modelo cuja varidvel atual é fungdo das varidveis do futuro. Sendo
assim, € preciso usar o operador avango para resolver a previsio.

Para visualizar ¢ procedimernte, considere um M4 {g) convencional:

Y = 8 U.) £,

Seja o operador avango, F, tal que Fe; = ¢41, emque F = L~1. Considere o
modelo anterior a partir do operador avango:

ye = B(F)ey,
er ~ RB (0, a;?) .
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Tome a esperanga condicional a ¥ ¢ ¥ em ambos os lados dessa equagdo,
assumindo como hipétese inicial que os erros antes e depois da amostra sdo nulos,
istoé, L {e.JY,¥) =CQparaj=12...ej=—(T+i},i>0

E{y|Y,¥) = 8(F)L (ef]Y,Y), (5)

para todo ¢ = 1,2,...,T. Ora, E(u|Y,¥) = y,t = L2,...,T. Portanto, o
procedimento € o seguinte:

1. Encontre E {er 1Y, ¥) paraj =0,1,2,..., T — 1, usando a equagdo (5);

2. Em seguida, aplique a equagdo (5) para encontrar E (i|Y, ¥ para £ = (),
w1,-2,. - lg—1);

3. Utilize o resultado encontrado no item anterior para obter uma eslimativa
para E {e;|Y,¥):

Ele|Y,¥) -0 HLEQnY. ¥ parat =~ (g- 1}, - (g -2),.... T

Exemplo 3.11 .
O modelo com operador auango ent wir MA (1)

yr=(116F)e =+ ey s
E(ylY, ) = E(alY,¥) + 61 E (erar 1Y, ¥), F=1,2,...,T.

Usando E (ep |V, ) - 0, enfae

yr = EleriY,¥);
ye= E(edY, YY)+ 0 Efe Y, ), =12, T-1T:2
E(ep]Y, YY) =y — 01 E (e 0]Y ).
Fazendo E (eglY, YY) = O, resudio que E (y] Y, ) = & E (e |Y,¥). Com

isso, reforna-se ao miodelo Gticial:
E(y|Y,¥) = E{a|Y. Y}t & E(c. Yoy, £ 12,007

Para isso, inicie cont E{ya|Y, W) = F (eg|Y, V), sabendo que E (Y, YY) =
01 E (eq]Y,Y). Dessa forma:

E(plY, ¥) = E (Y, %) 4 6,E (61|Y, ¥) =
EleflY, ) - E(p]Y, ¥) - T (e Y, )
:y;—olE(Er |1Y,"P\), !':],2,...']‘.
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Exemplo 3.12
O miodelo cont operador avanco ent unt MA (2):

it = (l + 4 F+ QQFE) gy =¢p -+ Biep | + 6q0p.2;

EuilY, ¥} = E(aY. ) + i E (e 1]V, Y)
b OE (e, 2|V, WY, 1=1,2,...,T

Usando - (g7, Y, W) =0, i = 1,2, enddo:

yr=Fer|Y, ¥
Yr-1 = Eler |V, 1) + 0 E{er|Y, ¥) ==
Efey 1Y, Y) =yr 1 - 8 E{er]Y, ¥)
EedY, ¥) ity — G E (e Y, )
CE (e Y, ¥), f=1,2,...,T -2

Fazendo E ([’_J,-|Y, ‘P) = 0,7 =101, resufta que:

E(plY. ¥} = B1E(e1]Y, ¥) § 6E (2] Y, ¥);
E(y_1]Y,¥) = 65E (e1|Y, V).

Finalmente, retorna-se ao modelo inicial:

EQulY. ¥) =E(e|Y, 1) + 61 E(e; 1]V, )
FBE (e0]Y,¥), =12 T

Para isso, buicie com E (y Y, ¥) - L (e‘_;lY,‘f’) . i =0,1. Dessa forma:

ElY,¥) = E(e|Y,¥) + GiE(e, 1Y, ¥) +02E (e2]Y,¥) =
E(elY,¥) =y~ 0E(e]Y, %) - &E (e, o|Y,¥), £=1,2...T,

Segundo Box, Jenkins ¢ Reinsel {1994}, o sistema especificado dessa forma
recursiva resulta em estimalivas muito mais eficientes, particularmente quando
as raizes da polinomial do MA (g) estao préximas do eirculo unitario.

Hamilton (1994} sugere ainda outra forma de estimar o modelo. Para cbter
a fungdo de verossimilhanga exata, é preciso definir a matriz de covaridncia com
atencao a todas as observagoes, ou seja, aplicando a decomposigdo do erro de
previsdo. Assim, defina Y = {y,y»,.. ., yT)l; e obtenha a matriz de covaridncia, (1

Ly — )’ EQry—milyz 1) Bl — ) (yr — o)
E{y2 — 1) {y1 — 1) E(y2 — ) o E{ya— ) {yr — 1)

0=

Etyr ) (n —p) Elyr - p)lya ~p) - E{yr—u
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A partir da defasagem g, a autocovariancia do MA é nula. Logo, a maltriz de
covaridncia fica:

Yoo Y2 oo Yq 0
oY o Ye1 - oo 0
T2ooM Tq
T
0 = Yoo o g
T Yyl
Y M
)] ¥
I TR ¢ S SO

Essa matriz é usada na fungdo de verossimithanga:
fy (Vi) = (2) 110 P exp —% (Y — ) 7V (Y - )]
Pode-se fatorar triangularmente (), tal que:
O~ AAA,

em que
A é uma malriz triangular inferior;

A é uma matriz diagonal.

Essa decomposiciio & necessdria para especificar a série recursivamente.
Como hd muitos zeros em (2 distribuidos de uma forma regular, € relaliva-
mente facil enconlrar A ¢ A,

Exemplo 3.13

Stipondo wm MA (1), pode-se escrever a fungio de verossinithaica

Sy (Vo) - (2m)"? 5/\|_$ exp {_EY“/\"IY] .
2FH q.l’.f{:’ .

A = 1, por ser wma matriz triangular cuja diagonad ¢ formada por 1s;
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Y = AV (Y — p), sendo que dessa equagio pode-se miostrar qute:

o[14620 604 420D
1482408+ - 4 621

Ye=Yr—p— Yoy, t>1,

171 =l - H
a [1 Ot gD
1+ 0Z+04 . po2-D

Ao =E () =0

Interpreta-se Yy come sendo o residuo da projecdo linear de yy sobre uma

constante ¢ seus valores passados, enquanfo Ay é inferpretado como o erro
quadrdtizo médio dessa profecdo lincar,

3.5.3 Funcio de Verossimilhanc¢a para um ARVA (p,q)

A fungio de verossimilhanca exata do modelo ARMA depende da matriz {2,
que se torna bem complicada na presenga de componentes auto-regressivos. O
procedimento de estimagio, no entanto, é semelhante ao do processo MA, embora
0s componentes auto-regressivos tornem a expressio bem mais complexa.

3.6
Diagnédstico de Residuos

Estimado o modelo, deve-se verificar como os residuos ficaram. Na formulagio
inicial do modelo temporal, assumiu-se que o0s erros eram um ruido brance. Ora,
o mesmo deve acontecer com os residuos estimados. Isso significa verificar se a
FAC e FACP dos residuos estimados mostram-se sem qualquer memoéria. Se
a hipétese nula é rejeitada, isso tmplica dizer que hd informagdo ainda néo
captada pelo econometrista, o que pode gerar previsoes pobres.

Ora, se se verifica que o modelo estimado néio produziu ruidos brancos, entio
descarta-se esse modelo e testam-se outras possibilidades, até que se encontre um
cujos residuos comportem-se como um ruido branco. A recomendacao usual €
utilizar os testes jd apresentados sobre os residuos também,

Se ndo se rejeita a hipotese nula de ndo-autocorrelagio dos residuos via FAC,
FACP e Ljung-Box, os residuos comportam-se como um ruido branco. Isso €
correto, por uma razio muito sutil. Embora tais testes tenham sido indicados
para séries observadas, a utilizacdo de séries estimadas implicaria um intervalo de
confianca major do que realmente ¢ calculado. Logo, se a nula néo ¢ rejeitada sob
a hipotese de séries observadas, com maior razao niv se rejeita a nula com as
séries estimadas.

Maior problema ocorre quando se rejeita a nula, pois isso poderia nao acon-
tecer se fossemn usados os intervalos de confianga corretos. [sso é cometer o erro
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do tipo 1. Para minithizar esse pmblema, a recomendagiio é olhar apenas para o

Ljung-Box nos residuos, pois trata-se de wm teste menos sujeito a equivocos.

Nota 3.13 Quando ocorrer de rejeitar a nuln pelo Ljung-Box, um conselho priftico
6 olhar para a FAC ¢ a FACP para tentar descobrir que autocorrelagio sobressai e
que deveria ser mais bem niodelada. Nio cbstante, como jd foi dito, wm procedimento
melhor ¢ identificar a série desde o comego, usando os critérios de inforinacio e
descartando os niodelos cujos residuos falluim no teste de Ljnig-Box.

Exemplo 3.14

O exemplo refere-se ao modelo AR (1) estimadu anferiormente para a série o
IPCA. Mostrant-se s testes FAC, FACP ¢ Ljung-Box dos residuos estimnados,
Sem o afustamiento sozonal X — 11, a nuda seria rejeitadn porque as atocorreln-
cdes muiltiplas de 12 serian siguificantes. Isso indica a presenca de snzonalidmde.
Limn vez feito esse ajustamento ¢ estimmado o modele, encontra-se o resultado

mostrado na Figura 3.8,

03,15

0,10-

0,05 ]

i "IH
-0,054

-0,10 ] |
|
-0,15 |
-0,20- T T LR T LA LRE
5 10 15 20 25 30 35
Figura 3.8 FAC ¢ FACP dos residnos,
Testes ile Autocorrelagio
Defasagem 1 2 3 4 5 10 15 20
FAC 0 —0,02 0,10 0,04 0,04 0,065 -0,04 -0,05
FACP 0 —0,02 —0,10 0,04 0,03 0,04 -0,05 004
Q 2x1077 0,11 1,72 2,05 2,30 639 920 10,7
Prob 0,73 0,42 0,56 0,68 0,70 0,81 0,93




70 Econometria de Séries Temparais

3.6.1 Teste de Normalidade

Uma maneira de testar a série é verificando se, além de ruido branco, os residuos
sao normalmente distribuidos. Pode-se visualizar isso ou testar a normalidade. A
visualizacdo consiste em estimar a distribuigio da série usando um ponderador.
No que se refere a normalidade, a idéia ¢ fazer o grifico da densidade
estimada usando o kerrie! como ponderador. Usa-se o histograma para representar
os resultados, no qual o cixo horizontal apresenta o intervalo dos valores e o
vertical, a freqiiéncia. Em geral, o kernel do estimador dos residuos ¢ dado por:

T £ —&f
()
fule) = Tt
Th

em que

fit ¢ alargura da janela ou parametro de suavizagio;

K{.) ¢ a fungéo kernel, tipicamente uma funcao densidade de probabilidade
simétrica ao redor de zero;

& =+ (& — &)/ é o residuo padronizado.

A ponderagio serve para siuavizar os pontos observados. Isso € feito
colocando-se menos peso nos erros mais distantes do ponto sob avaliagdo. Alguns
tipos de funcdo K estao listados a seguir, sendo I {-) a fungdo indicador que € 1,
quando seu argumento & verdadeiro, e 0, em caso contréario:

Kernel K{u

CGaussiana R S

1
Bi-ponderada Tg (1 (‘2)2 I(le] < 1}
Triangular {1— el I(le| <1}

3 ( B ez)
Epanechnikov 2N/ (|€| < \/5)

A escolha da fungo keritel geralmente ndo altera significativamente a fungéo
densidade. Entretanto, quanto maior ki, ‘mais suave serd a fungao. De fato, a
escolha de i é crucial, razdo pela qual vérios métodos para defini-lo tém sido
propostos. Silverman (1986, p. 48) recomencda o seguinte:

095 .. distincia entre quartis
h = m = - .
1,34
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Exemplo 3.15
Apresenta-se aquti a Figura 3.9 dos residuos, seguitdo kernel {riangiar:

16+

08,

0.4.

0.0 g T T e

T

~-0.5 [IRE 0.8 1.0 1.5

Figura 3.9 Kernel triangular.

A figura mostra que os residuos fogem da distribuicio sormal padrio em
raziio de wma observacio outhier ocorrida em novenibro de 2002, A data exata s6
pade ser determinada por inspegio visual dn série. Isso sugere a observagdio de gie
a inspeciio visual da série & fundamental para definir se bt outliers ¢ @ razdo de
sua existéncin. A exclusio desse outlier provavelmente tornaria a série normal.

Entretanto, nito se podemt excluir outliers de séries temporats, pofs isso
qucbraria a dependéncia lemporal das obseroages, que ¢ justamente o que o
econometrista estd tentando extrair. U tratamento aos outliers deve ser dado.
Para isso, veja Balke e Fomby (1994) e Fox (1972).

3.6.2 Teste larque-Bera

Trata-se de um teste para verificar se 0s momentos da série estimada sdo iguais
ans da normal. Sob essa hipétese, a assimetria é igual a zero ¢ a curtose € igual
a 3. Portanto, deve-se testar a hipétese conjunta:

Hy E(e) =0nE() =3
>

HyE(e]Y £0VE(@E) #3.

Para implementa-lo, usa-se a estatistica:

eIy, T (et ]
R 27 ) B et A IR (' £~ Wil S A2
I8 T 24 T ; Az
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E importante notar que a rejeigdo da hipélese nula indica nao-normalidade,
porém a ndo-rejeicdo ndo indica normalidade. De fato, a ndo-rejei¢do indica
apenas que o terceiro e o quarto momentos da distribuigdo empirica coincidem
com 05 da normal.

Exemplo 32.16

Usando o IPCA sazonalmente ajustado, rejeita-se a nula do teste de forgue-Bera,
em fungdo daquela observacdo extrema, conforme miostra a tabela a seguir.
Perceba que a séric é assimétrica (o valor da estatistica dewverin ser O para haver
assiinetrial e tewr cxcesso de curtose ou fem caudas niais espessas do que as da
distribuicdo normal (para ter caudas da mesma espessura que a distribuicio
gaussiena, o valor da estatfstica deveria ser 3). O walor posiiivo da assimetrig
tanbém indica que a série ¢ assimétrica para a direita. Essas observagdes podent
ser corroboradas por nieio de inspecdo visual da Figura 3.10.

Teste Jargue-Bera

Meédia 0,644 | Assinietria 1,487
Mediana 0,472 | Curtose 5,830
Mdximo 2,884 | Jargue-Bera 104, 683
Mining - 0,457 | Probabilidade 0, 000

Lesvio-padrio {0,527

30

25 B,

204

Figura 3.10 Histograma IPCA.

3.6.3 Teste LM

O teste LM para autocorrelagio dos residuos € também conhecido come teste de
Breusch-Godfrey. Para implementa-lo, regrida:

€= Pr&ya +Body o+ + Bpdpy
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Teste:
Hy:pr=pr= =L, =0xH: B #0, ouffa #0,0u .- ou B, # 0

Pode-se mostrar que:

LM, =T x R2 - 52

sob a hipétese nula. Rejeita-sec a nula se o valor calculado exceder o valor

tabelado.

Exemplo 3.17

Usande ainda o exemplo do IPCA ajusiado sazonalmente, niio se refeita anula de
inexisténcia de autocorrelagio quando se aplica o teste LM ou Breusch-Godfrey
sobre os residuos estimados, sequndo a estatistica qui-quadrado ao nivel de
significincin de 39%. Percebn tautbém pelos resultndos da fabeln a seguir que
o5 valores das estalisticas ¢ dos residuos defasados ndo sio significatives, indi-
cando que nito ajudam a explicar o residuo vigente. Isso reforca n auséncia de
autocorrelagiio dos residuos. Ainda se observa o valor baixo do R? ¢ da estatistica
F, indicando a insignificincia da equagfo estimiada no teste.

Teste de LM ou Breuseh-Godfrey

Estatistica I (0,988 Probabilidade 0,400
T x R? 3,006 Prob. x? 0,390
Varidveis Coeficiente Desvio-Fadrin Estatistica t P-Valor
C —0,017 0,130 -0, 131 0, 896
AR (1) 0,106 0,091 1,164 0,246
Residuos(-1} -0, 111 0,124 —{), 894 0,373
Residuos(--2) —0,113 0,110 —1,022 0, 308
Residuos{ -3} —{, 169 0,101 --1,671 0, 096
R? 0,020 Darbin Watson 2,002

3.6.4 Teste ARCH-LM

O teste ARCH-LM serve para identificar sinais de heterocedasticidade condicio-

nal. Para implementa-lo, regrida:

22 _ a2 x2 22
€ = Préi 1+ by By
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Teste:
Hy: 1 =82 =B, =0xHy: B #0, 0upy #0, ou --- ou B #0.

Pode-se mostrar que:

t

ARCH-LMy, = T x R? % 2

sob a hipétese nuia. Rejeita-se a nula se o valor calculado exceder o valor
tabelado.

Exemplo 3.18

Mais 1wma vez usando o IPCA, nifo se refeita a nula de inexisténcia de heleroce-
dasticidade condicional na inflagdo modelada ao nivel de significancia de 30%.
Nesse teste & utilizado o residwo defasado ao quadrado como varidvel dependente.
Perceba que novaniente as estalisticas ¢ niio sito significantes, o R? tem uni valor
inexpressivo e a probabilidade da estatistica F temn wm valor alto.

Teste ARCH-LM

Estatistica F 1,227 PProbabilidade 0,302
T x R? 3, 689 Prob. y? 0,29
Varidveis Coeficiente Desvio-Padrio Estatistica t P-Valor
C 0,080 0,024 3,217 0,001
Residuos?( -1} 0,132 0,083 1,577 0,116
Residuos?(—2) 0,059 0,083 0,715 0,475
Residuos?{—3) -0,062 0,083 —0,753 0,452
R? _ 0,025 Durbin Watson 2,007

3.6.5 Teste Reset

O teste de erro de especificagdo de regressio, RESET, testa a presenga de nao-
linearidades na série. A hipdtese nula é de linearidade contra a alternativa de
ndo-linearidade. Se os resfduos do modelo estimado forem independentes, nio
deverdo ser correlacionados com qualquer outra varidvel, particularmente com
os regressores da regressio original, bem como com seus valores estimados e
suas poténeias,
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Para implementar o teste, estime o modelo:
i
ye ~xf e

Considere f3 o pardmetro estimado por minimos quadrados ordindrios dessa

regressao. Agora, proceda a seguinte regressio adicional:

i .
¢ = x| p Y @i o

J2
Sob a hipétese de que a regressio original estd correfa:
Hy:pa=g3=-=¢, =0

Assim, nao haverd erro de especificagio se a seguinte estatistica:

T 22 =T a2
(Z,:!e,— 4_.___,uf)

RESET, = Z*If};'“ E?_ LP(h—1,T~K-h+1),
L=l
TOK- I+l

em que K ¢ a dimensao de x;.
Na pratica, # = 2 ou 3 ¢ suficiente para detectar possiveis problemas de

especificagio.
Exemplo 3.19
Primeiva, estina-se v modelo aulo-regressivo comt inflagio ¢ tona-se a soma dos
quadrados dos residuos:

|31
5 &f = 0,001437,
el

Enr segiida, estime o wodvlo:

It )
G Py b et o =3,
7

7=
A soma dos qradrados dos residuos dessi yegressiav &
13]

Y 07 =0,001382.

1=1
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Calcule a estalistica RESETx:

131 22 Ry,
( o1 67 L L‘r)

RESFTy = —— -1 4 y027),;

t=1 Y}

131 2341

0,001437 — 0,00138

RESET; = . 031%8 = 2,5154.

127

A esse valor udo se rejeita a nuln a 5%, mas rejeita-se a 10%, pois nesse caso

o nivel de significincin pode ser calculado em 8,49%. A seqnir, é aprescittada
wnut tabela cont o nivel de significincia para vdrios lis:

h 2 3 4 5

Prob.  98,00% 849% 608% 11,68%

Oulros tesles comuns para diagnosticar residuos sie: teste de Chow para
cstabilidade, andlise recursiva, teste CUSUM etc,

3.7
Exemplos Simulados

Exemplo 3.20

A seguir, desenvolve-se wm excinplo complefo de nma série siinulada. O infuito
¢ mostrar os resultados se for adotado wn inodelo equitvocado e se for adotado wm
modelo corretanieitte especificado. Para esse propdsito, € mais convenienle wsar

wma série simulada. Assim, considerc a segiinte séric simulada com:
Yy ey +0,3¢0 — 0,46, 2,6, ~ N(0,1).

A série foi gevada com 502 obseruagdes, das guais serfio ntilizadas apenas s
ohseruagies eitbre 101 ¢ 300, cujo grifico estd na Figura 3.11.

Lima forna de idendificar a série é observando n FAC, FACP ¢ Ljung-Box
para autocorrelagdes. conforne mostra n Figura 3.12,
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13; -I--GIJIII 7 wo 2% 50 15 300
— MA2)
Figura 3.11 MA {2} - Simudado.
08
0,6 4
04
02 I
ool .'.-_II_|-_§1~_,._!|F.'.--__I
-0,2 ]
-D4
_D's__l_lillllllllrllllll
2 4 6 8 10 12 14 18 18
[ ]FAC i FACP
Figura 3.12 MA {2) — Autocorrelages.
Testes de Antocorrelacio
Defasagem 1 2 3 4 5 10 15 20
FAC 0,060 ~—0,415 0,090 0,014 0,135 0,133 0,062 0,045
FACP 0,060 —0,420 0,183 0,243 0,024 —0,016 0,026 0,111
Q 0,7321  35,895* 37,539* 37,579* 41,885 63,749 66,678 67,325%

* Indiea significdncia a 1%.

A FACP indica decaimento exponencial a partir da defasagem 2 na corre-
lagio parcial, como algum problema na defasagem 8. A FAC indica truncagen
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degenerada na defasagen: 2. Igiorando totalmente o processo gerador de dados, o
econtometrista é levado a crer que se trata de wm MA (2) degenerado, significando
it modelo do Hpo: yy = €5 -F Bey_z.

Difcia-se, pois, estimando-se wm MA (2) degenerado, embora o leftor saiba
gite 0 verdadeiro niodelo nio é esse. O objetivo dessa regressio ¢ ver o giie Geoil-
fece com us residues quando o modelo estimodo ndo ¢ exatamente o verdadeiro.

Os resultados sdo apresentados a seguir:

MA =0,967 — 0,492¢; 2 - €
(0,039} (0,061)

Feita a estimacio, ¢ o caso de verificar os vesidios da regressdo. Os residuos
precisaiit mostrar-se win rufido branco, pelo critério de Ljung-Box. Caso contririo,
¢ preciso reestimar wn nove tiodelo. A Figura 3.13 mosira que os residuos afrida
nio sdo uni rufdo branco. A fivura perniite sipor, pela observagio das correlagdes,
quie Iid algo na primeira e/ou tercefra autocorrelacia e correlagiio parcial,

0.3"

0.2-

0.1- I
g ;
0,0 ! ll"ii IEEI‘I B‘IH!
A |

-ttt r T 7

-0.14

[.1FAC EFEFACP

Figura 3.13 MA (2) degenerado — Autocorrelagies.

Testes de Antocorrelagio

Defasagem 1 2 3 4 5 10 15 20
FAC 0,206 -0,011 0,160 0,035 -0,030 0,070  -0,083 -(,002
FACP 0,206 --0,056 (,182 0,043 0,012 0,061 0,028 0,088
Q 8,625 8,649+ 13,901*  14,153* 14,339% 24, 231F 29,295% 32,667*

* Indica significincia a 1%.
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Seria o caso de testar as virias combinagdes possfveis. O leste nos levaria a
conclitir, pelos critérios de inforinacio, que o melhor modelo é um MA (2) usual.
E possivel ver que os coeficientes estimados como 1,8 e Oy, respectivameitte
0,964, 0,250 e ~0,531, sfio proxinios dos cocficientes usados na simulagdo, 1, 0.3
e—-04.

MA = 0,964 -+ 0,2506,_1 — 0,531€1..2 + €
(0.054) {057} {0060}

O critério de inforningio (o apresentado) & weior qie 1o modelo dege-
nerado. Além disso, as raizes determinam que o modelo é invertivel, coip é
desejado. Nessas condicdes, o correlogrania dos resichios estiniados deve refletiv
a exatiddo do modelo, De fato, a Figura 3.14 mostra isso. Tantoa FAC e a FACP
estio dentro do intervalo de confianga, comio o feste de Ljung-Box ndo rejeita a
hipdlese nuln de auséncin de autocorrelagdo residual.

0,15

0,104

.
0.051 | !:
| i \
1Al _Il
~0,05) i : S IR

~0,10.

-0,15

T T T 1T T F 10U T T 1

2 J; ] a 10 2 14 16 18

Co1rac gl FACP

Figura 3.14 MA (2) - Antocorrelagiio.
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Testes de Autocorrelacdo

Defasagem 1 2 3 4 5 10 15

20

FAC 0,08 --0,016 0,054 0,037 0,089 0,08¢ -0,040 0,072
FACP 0,08 0,016 0,052 0,038 0,087 0,061 —0,005 -0,064

0,013 0,065 0,652 0,941 3,658 11,828 15,552 17,369

A prdtica é dificil e exige im pouco de experidicia na presenga de série comt
configuragdes mais complicadas ra FAC e FACE,

Ontras séries, como as fingnceiras com dados didrios, dificilmenie sio
passiveis de “branquear” os residuos. O problema ¢ que séries de alta fregiiéncia
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oém acompanhadas de vm ruido considerduvel, sazonalidades fempordrins elc.
Lima forma razodoel de niodelar a série ¢ assumir uma constante na média ¢
modelar apenas a volatilidade, como serd visto.

3.8
Previsao

A previsdo é relativamente facil e direta. [nicia-se mostrando a mecanica de
previsdo do modelo mais simples possivel: um AR {1). Em seguida, passa-se ao
modelo ARMA (1,1}, suficiente para entender os modelos mais complexos. Por
isso, considere o seguinte modelo:

Yig1 =CH Py 4 6y

Logo:
Ev(fip1) = cHdye = Yiy1 ~ €41
Er(yrez) = c+@Ec(y) = c+ ¢ (c+ dye);

fr-1

Er () =c¢ E ¢+ Gf’thr-
i=1
O erro de previsao no periodo i, ¢, (1), é dado por:

er (1) = Yo — Eelyrgr) = €405

et (2) =Yrpz = Bt (o2} = ¢+ Yy +ery2 - ¢ — PEr ()
= ey + €2

Yer3 — B (yees) = o+ Pyria + €3 — ¢~ PE (Yr1)

2 .
= €3 FiPeria t PrE

£ (3)

. _ - _ - 2, -1
et () = Yrap - Ee(rpn) = €qn HPerip 1 F €z + -+ 97 ey
Tomando a esperanga dos erros de previsdo, verifica-se que sdo iguais a zero.
Portanto, as previsdes ndo sdo viesadas. B importante encontrar a variancia do
erro de previsdo. Ela pode ser calculada por:
. _ . 2 fi—1
Var (e (1)) = Var (&:-r Wt Qe PTE 3+ T l-l)

A (1r gt gtr s ).
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Nota 3.14 Noie que a varidncia aumenta cont o horizonte de previsfio, niio obstanfe
seja o taxas decrescentes. No limite, quando It — oo, a varidncia de previsio converge
4 variancia nfo condicional 02/ (1 — ¢%).

O intervalo de confianga para residuos normais é dado da seguinte forma:
-1 _ o
cY ¢ gyt 20 (I P+t + qbw""”) :
i=1

Nos modelos ARMA de ordem maior, a varidncia de previsao torna-se bas-
tante complicada. Para dar uma idéia do que ocorre com esses modelos, considere
um ARMA (2,1):

2
Y= jt Zﬁl”s}f:—:‘ + e+ Breroy.
i=1

Calcula-se, a seguir, o erro de previsio para alguns passos a frente:
er (1) = Yy — Er (i)
2 2
=g+ Y Giie1—i € HO1E g — Y Py — e
i=1 =1
= €41
er(2) = yra2 — Er (yei2)
2 2
=+ L*’Pilﬁr-q—ﬁ- itenad Bies —p— Z PiEs (Yi42-1)
i-1 i=1
=1 (Y1~ B (i) + €2 H 01604

= ¢ree (1) +€rg0 + €1

ee (3) = ¥ - B (143)

2 2
=+ S iyriaci Hena b e — = Y ¢iE (i43-i)
i=1 f=1

= (a2 - E(e2)] + 2 [y — Elyen)] H €03+ Gieryg

= pre (21 4 doey (1) + €103 + 016442

e () = pyee (= 1) -k ooy (= 2} + €pppy b 0100, 1> 2,
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O célculo da varifincia pode ser feito a partir da férmula anterior. Observe
que as covariancias cruzadas entre ¢ (ff — 1}, ¢; (i — 2) e 03 erros ndo sdo nulas,
complicando sobremancira a férmula.

Na pritica, ndo se sabem os verdadeiros valores dos coeficientes, uma vez
que sdo estimados. Logo,  preciso considerar também a varidncia das estimativas
dos coeficientes. Quando isso € feito, a formula da variancia fica bem dificil de ser

calculada, pois é preciso enconira-la a partir de:
C() = Grer =1 4 oo (= 2) 4 €14y + 161301

Uma discussdo detaihada sobre esse assunto pode ser encontrada em Hamil-
ton {1994}, embora em uma linguagem um pouco mais carregada e formal.

Feitas as previsdes e definidos seus intervalos de confianga, algumas medidas
de desempenho sdo utilizadas para avaliar as previsoes. Trés delas séo bédsicas: o
erro quadratico médio, MS(P)E — mean square (prediction) error; o erro absoluto
médio, MA()E - niean absoluie (prediction) ervor, ¢ o erro absoluto percentual
médio, MAPE — wean absolute percentual error.

Para calculd-los, deve-se deixar uma porgdo de observagdes fora da amostra.
PPor exemplo, em uma amostra com T + H observagdes, deixam-se as dltimas H
observacdes fora da amostra e estima-se 0 modelo com as T observagdes restantes.
Assim, essas estatisticas sio calculadas da seguinte forma:

MSE; 4 = o),
-ff
(!
MAEF,H = ;ﬂ_:l_l;ﬂ;
£f
& (.’E)
MAPE, g =
. FE Hy

Se a amostra for suticientemente grande, pode-se deixar de 1/4 a 1/3 fora
da amostra por razdes de previsdo. Na metodologia até aqui proposta, néo se
usa a informacao adicional para realimeuntar as previses. Isto €, para prever, por
exemplo, yy_j o, usa-se By (yr_pay). A iss0, denomina-se previsdo dindmica, cuja
variancia acaba sendo maior. Quando se usa na previsdo de yy_p, . a observacio
Y7 _n4s_1. fala-se da previsao estdtica. Em qualquer caso, os coeficientes estima-
dos foram calculados com as observagoes até T.
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Nota 3.15 Na pritica, a cada nova observagio reestimant-se 0s coeficientes e refazem-

se todas ns previsges.

No exemplo a seguir, usa-se 0 modelo estimado para calcular essas estatis-
ticas, supondo previsdo estitica e dindmica. Ficam fora da amostra as ultimas
50 observagdes. Comparam-se os resultados enire o modelo degenerado, equivo-
cado e denotado por MA ({2)), ¢ 0 MA (2} convencional.

MA ({2)) MA (2)
Dindmice  Estdtico Dinimico  Estitico
MSE 1,316 1,131 1,330 1,094
MAE 1,084 0,964 1,091 ), 908
MAPE  193,35%  119,96% 193,15%  129,11%

Primeiro observe que o madelo estdtico gera sempre 03 melhores resultados,
por se tratar de um modelo que preve um passo a frente usando a tltima
observacio do perfodo anterior. Observe que o modelo degenerado, ainda que
errado, s vezes ¢ superior ap modelo correto. Isso ocorre porque o maodelo dege-
nerado é mais parcimonioso. Assim, hd uma compensagao entre vigs e varidncia
de previsio. O modelo degenerado pode ser mais viesado, porém a variancia de

previsdo tende a ser menor em termos de efro quadratico.

Nota 3.16 O modelo inais parcimorioso tem menos parimetros estimados. Portaitto,
7 incerteza resultante da estimagio tende a ser nienor.

3.9
Sazonalidade — ARMA (p.q)(P.Q);

Sérics econdmicas podem ser sazonais, em decorréncia de safras agricolas, feé-
rias, clima e datas especiais, como Natal. Hd casos em que se deve estimar o
madelo dessazonalizando cada uma das varidveis utilizadas, Em outros casos,
deve-se estimar o modelo ¢ corrigir simultaneamente a sazonalidade. Em geral,
dessazonalizam-se as varidveis quando se misturam varidveis sazonais com
oulras nao sazonais. Corrige-se a sazonalidade simultaneamente com estimagao,
por exermplo, no caso de séries univariadas.

E preciso cuidado para nao dessazonalizar stries sem sazonalidade, pois o

procedimento pode distorcer artificialmente a série. Por exemplo: laxas de juros
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nao devem ser dessazonalizadas. Por outro lado, a inflagdo possui sazonalidade.
Assim, se for relacionar taxa de juros & inflagdo, esta deve estar depurada de
fatores sazonais.

H4 vérias formas de tratar a sazonalidade. Tradicionalmente, usam-se dum-
mies para os perfodos sazonais. Em séries temporais, usam-se métodos um pouco
mais elaborados. O problema, na prética, é que as séries sazonais tornam as
funcdes FAC e FACP bastante complicadas.

Para adquirir intuigdo sobre o que ocorre, considere o seguinte modelo
sazonal bem simples:

Yi = dayi_g I Er
A FAC desse modelo serd tal que: p; = (rp,q)'l’, quando % for um ndmero
inteiro, exibindo assim um padrio de decaimento exponencial em defasagens
multiplas de 4. A FACP vai apresentar correlagio parcial dilerente de zero
somente na defasagem 4.
Quando o modelo sazonal é dado por:

yi = €1+ Baep_y,

ocorre o inverso. A FAC é truncada na defasagem 4, ¢ a FACP tem decaimento
sazonal nas defasagens multiplas de 4. A Figura 3.15 da uma idéia do que se
procura.

0.4 4

0,24 i !'i

Lo M [

004 = "[""llilflﬂ’ll;llu L Rt S|

-0,2

|
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—06 ‘

0.8
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Figura 3.15 MA (4) degenerado — Autocorrelagdo.

Podem-se verificar dois tipos de sazonalidade em séries temporais que
interagem com padrGes ndo sazonais. A primeira é a sazonalidade aditiva. Por
exemplo, um ARMA (1,1) podera ser sazonal na defasagem 4 via coeficiente
auto-regressivo ou de médias méveis:



Laprirdo 3. Processos Cstucnasitios 85

Wi = Pryee1 F ey 3 Hee 016 ou
yr =1y + €+ e + 010

Testes de Autocorrelacdo

Defasagem 1 6 12 18 19 24
FAC 0,001 —-0,066  --0,400 0,070 -0,040 0,175
FACP 0,001 --0,007 0,047 0,052 0,009 0,021
2 0,0002* 308,44*  553,52*  601,13*  601,97% 646,26

* Indica significincia a 1.
g

O padrao de identificagio dessa sazonalidade é o0 mesmo que o anterior.
A complicagdo decorre da interagio com componentes nao sazonais. Veja, na

Figura 3.16, como ¢ dificil identificar a sazonalidade de um modelo de Hpo
ARMA (1,(1,4)), em que o segundo paréntese interno define as ordens do MA

degenerado pelo fato de ser sazonal.

0.6
0.4
0.2.
0,0

od 4 lil__,_!“. g EIE__: -
T T i R

T T T T T T T F T TR

2 4 6 8 m 12 14 18 1B

Figura 3.16 ARMA (1,{1,4]} - Antocorrelagies.

Testes de Antocorrelagiio

Defasagem 1 6 12 18 24
FAC —0,80 0,08 0,02 -0,07 -0,03
FACP —0,80 —0,04 ~0, 11 —-0,03 0,04
o 100, 35* 218,217 220,307 229,49% 242,73*

* Indica significincia a 1'%,
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O outro tipo é a sazonalidade mdtiplicativn. Ainda supondo sazonalidade de
ordem 4, no caso multiplicativo de um AR e de um MA, resultaria, respectiva-
mente:

(-¢iL) (1-¢alt) = Q40 L) 6 —

Y= P11 + Pa¥i—a + Prdays 5 + €1 + €y
(1— 1LYy = (1 + B4L) (1 +91L4) e ==
Yo = P11 + €+ 16 + Oglp g + 61846 5.

A Figura 3.17 mostra um ARMA (p, g} (P, Q). em que p e g ddo as ordens dos
coeficientes ndo sazonais, P é o nlimero de coeficientes sazonais auto-regressivos
multiplicativos, {2 é 0 nimero de coeficientes sazonais de médias méveis multi-
plicativos e s é o periodo sazonal. Por exempio:

ARMA (2,1) (1,2)y, - (1 L~ ¢2L2) (] ~¢>12L"2) v
= (1=0,0) (1-00pL"™ — 02017} &

0,6,

0.4

o2l .5 i

001

o ll‘lnll '||:
0,24 i
\

10 12 14 16 18 20 22 24 Zl’i 28

Figura 3.17 ARMA (1,1){1,0)) - Anfocorvelagio.

Para o caso de um ARMA (1,1) (1,0),, ou seja, a sazonalidade é de ordem 1,
definida a cada 4 perfodos, veja a Figura 3.17. E posstvel desconfiar que hd
sazonalidade multiplicativa na defasagem 4 proveniente de um AR, porque ao
redor de 4 as autocorrelagbes 5 e 3 parecem ser significativas. Quanto a saber
que se trata de umn ARMA (1, 1), a andlise fica toda prejudicada visualmente, e 0
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econometrista vai ter de usar tentativa e erro. Com a experiéncia, o econometrista

rapidamente acertaria o maodelo.

Testes de Autocorrelacdo

Defasagem ! 6 12 18 24
FAC 0,367 —0,436 0, 164 0,111 -0, 196
FACP 0,367 0, 195 -0, 065 0, o4 0,005
] 67, 1717 493, 73* 776,51% Odd, 44* 1057, 6*

* Indica significiincia a 1%.
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Processos Nao
Estacionarios

Quando a série temporal ndo ¢ estaciendria, nao se pode estimé-la trivialmente.
O problema essencial ja foi exposto: € impossivel estimar todos os momentos
da série, Em particular, é impossivel fazer inferéncias estatisticas. Para visualizar
melhor a idéia, lembre-se de que a variancia nao condicional de um AR (1) &

1
var (yp) = ]—:—:PE

Ora, se ¢ = 1, 0 que caracteriza uma série néo estaciondria de raiz uni-
taria, a variancia explode. Todavia, pode-se resolver esse problema. Em séries
univariadas, o procedimento basico & diferenciar a série tantas vezes quantas
sejam necessarias para estacionarizé-la. O caso mais comum ¢ encontrar uma
série com raiz unitéria, de forma que basta a primeira diferenga dessa série para
estacionarizé-la, entretanto mais diferengas poderao ser necessarias.

De modo geral, uma série econdmica tem trés partes distintas:

y; = tendéncia + componente estaciondrio 4 ruido.

A seguir, definem-se algumas particularidades de nic-estacionaridade, dis-
tinguindo os tipos de tendéncias que se podem encontrar.



90 Feonomefria de Séries Temporais

4.1
Tendéncia Estacionaria e Estocastica

Suponha o seguinte modelo:
y=Yyo+ot+yp(L)en

Esse modelo & chamado fendéncia estaciondria, porque flutua em torno de
uma tendéncia deterministica, sem jamais se distanciar de tal tendéncia. Outra
forma comum de ver isso é observando que a subtragio da tendéncia determinis-
tica gera um componente estaciondrio.

Por outro lado, a série também poderia ser estacionarizada pela primeira
diferenga, isto é:

A= -Liy=y—-ya=0+(1-LygLl)e.

Essa diferenciacdo estacionariza a série, entretanto introduz ruido por tornar
o erro ndo invertivel. Loge, se uma série é tendéncia estaciondria, é melhor estimd-
la usando a variavel explicativa f.

Considere agora o seguinte modelo, em que se supde que as variagbes
esperadas de y sdo dadas por:

&y; :5+€f:>yr:y;_1+5+€r‘

Compondo recursivamente y, obtém-se:

t
e =yo+ 8+ E €.
i=1

Veja que a varidvel aleatéria y é dada pela composicdo de todos os choques
havidos, ):Ezl ;. Define-se tal série como fendéncia estocdstica ou diferenica estacio-
mirin, pois a diferenca da série é estaciondria. Nesse caso, os choques produzem
mudangas permanentes na série y, ainda que aleatorias.

Séries cuja tendéncia é estocdstica sdo chamadas séries integradas. A ordem,
d, de integra¢do, depende do ntmero de somatodrios dos erros. Séries integra-
das sdo denotadas por [ {d). Séries integradas com erros estaciondrios sdo cha-
madas séries ARIMA (p,d,q). Diferenciando d vezes a série, obtém-se uma
série estaciondria.

No caso anterior, diz-se que a série ¢ integrada de ordem 1, I (1), porque os
erros 530 todos somados uma tnica vez, como indica a presenga do somatdrio.
Para entender meihor a idéia, é conveniente ver como isso funciona em uma
série [ (2).
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Urna série 1 (2) precisa ser diferenciada duas vezes para ser estacionarizada,

isto é:
Ny = Dby

Ay = ye)
T (i1 = Yr-2)
NPy =y e R 2

£ conveniente notar outra forma de derivar a mesma relagio. Uma série
integrada de ordem 2 tem duas raizes unitarias, Significando que:

-1y =(1-2L+ L)yt =y = 21 + ez
Ora, suponha que a série T (2) seja um ruido branco, de forma que:
(1- L)Yy = ¢ ==
yr = 2_[}‘:_1 - - ])"fi 4 £,

Pode-se agora ver como a série fica expressa usando substituicdc recursiva.
Para isso, inicialmente, defina (1 = L)y == x;. Ento, tem-sex

Xy =X te =
i
X=X f ZEJ'.

i=2

Substituindo ¥ pela definigdo, encontra-se:

f
V=Y e b )6
i=2

L
il

t bl
Yi24+2y1 - 240+ Z it Z €
=2

i=2

o
]f; :I‘bﬂ "'{I‘-—'l}_l;‘[] 'i'zztﬂ', i 2‘2

j=2i-1
Nota 4.1 O duplo somatdrio sobre € significa I(2).

A seguir, definem-se algumas variagdes dos processos apresentados nesta
segio,
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4.2
Passeios Aleatorios

2

Esta se¢do mostra as propriedades de alguns processos ndo estaciondrios. E
interessante comparar essas propriedades com as dos processos estacionarios e
verificar que as condicdes de estacionaridade ndo se verificam.

No caso [ (1) com 8 = 0, define-se o passeio aleatdrio ou tendéncia estocistica
puira pela equacéo:

Ve = Y1+ €5

De forma interessante, a previsdo condicional j passos a frente é dada pela
observacéio atual, isto é:

i
E; (yH..]-) =¥+ ): Et(€rrs) = yr-
s=1

A covaridncia é dependente do tempo:

¢
Var (i) = Var (Z E),') = to?;

j=1

t t—j
Cov (ye, y1-j) = E (}: ej) (E ss) = (t-f)o?
f s=1

j=1

A correlagdo ndo é direta. Divide-se a covaridncia pelo produto do desvio-
padrivemtet — j:

{(t—jlo t—J 1__

Fi= \fa\/T

Nota 4.2 Em urm processo nio estac:ondrzo a autocorrelagio demo: a4 cazr, poxs } /t
se reduz lentamente, : - :

Ao adicionar um drift ao modelo, encontra-se o passeio alealdrio com drift:

Vi =Y+ 646

i
= yp+ 3t + Eé‘,‘.
i=1
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Veja que, nesse caso, 0 comportamento de y; depende de um componente
deterministico e de outro cstocastico. Além disso, é facil calcular a previsio i

passos & frente:
- J ,
Er (uf :',l') STl + f)} + Z Er (EHS) g - 5}
S

E possivel generalizar o modelo de passeio aleatério adicionando um ruido a

ele. E o passeio alealorio com rteido:
!
W=1Yot Z € + Ht.
=1
em que

{ipp} é um ruido branco;
€ L -

Pode-se, com 1850, encontrar que:
Ay = €+ Ly

A importancia desse modelo ¢ ser [ (1) com uma correlagio menor que
naquele passeio aleatério pure, em razao da presenga de 03, Isso é caracterizado
no calculo da covariancia feito a seguir.

Var {1;; = Var Z‘E* +i | = to? +- 05;

! ]
Cov (g, s) - zfs o Y ey =00
s=1 5=1

_ 2 :
P (o1 L .__<\/1_{._

\/(mz + J,%) [(f i) or2

A Figura 4.1 mostra 0s varios modelos discutidos até o momento.

-—-I\J
——

O modelo mais perat possivel inctui tendéncia deterministica ¢ eslocdstica ¢
residuos que seguem um processo ARMA (p, g). O modelo € chamado fendéncia
geral winis componente rregular:

ooy th s ap (L) (6)

i=1
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Figura 4.1 Sévies femporais com tendéncia,

4.3
Removendo a Tendéncia

No modelo com tendéncia estocastica, basta diferencid-lo para estacionariza-lo,
inclusive se houver tendéncia deterministica. De fato, tome a diferenga da equa-
¢do (6), para obter:

Ay =+ e+ {L) &y

I claro que, se y; for integrado de ordem 4, toma-se a d-ésima diferenga para
estacionarizd-lo. Porém, mais imporlante é saber como estimar uma séric que é
tendéncia determinfstica. O procedimento é simples e descrito a seguir.

No caso em que ¥ ¢ uma fungdo do tempo, constituindo uma série de ten-
déncia deterministica, o procedimento ¢ estimar y; contra o tempo e armazenar
os residuos. Os residuos armazenados constituem nova série que deverd ser
modelada de modo separado. Formalmente:
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1. Estime por mininos quadrados ordindrios:

. . Y .
ye=dy LGttt e

om que gy = {L1e, e oblenha os residuns estimados: &;.

5 listime o modelo ARMA (p, 43 a parlir dos residuos estimados, contorme

O (‘apituln anlerior.

Para delerminar i, use 0§ testes estalisticos convencionais como |, ou
ATC/BICY Em geral, estima-se © maodelo com um 7 maximo, pmdctr:rminad(_),
ey S€ 0 leste de ¢ sobre &, ndo é significante, retira-se t# ¢ eslima-se o modelo
até "1, repetindo o teste {-shiudent. Procede-se assim até rejeitar que 4, ; = 0.
Em seguida, confirme se os coeficientes conjuntamente sdo TODOS iguais a zero,

nsando o tesle de F. Reconfirme com AIC ¢ BIC.

Nota 4.3 £ proibido diferenciar wua série que € tendéncia estaciondria, porgite (550
adiciona ruido & série original. Da mesma forma, é proibido estimar wma série gue
¢ tendéncin estocdstica usando lendéncia deterministica, porque isso ndo eliming a
tendéncia estocdstica.

4.4
Regressdo Espuria

A necessidade de teoria ccondmica para definir varidvel explicada e explicativa
forna-se muito importante na presenga de raiz unitaria. Podem-se encontrar
relagdes econométricas entre duas ou mais varidvels econdinicas sem qualquer re-
fagdo de causalidade enlre wma ¢ oulra por puro acaso. Isso & parbicularmente
comum quando se trata de series nao estaciondrias. Por exemplo, a regressio
de uma varidvel I (1) com outra ! {1) obtida independentemente gera alto R ¢
significante —estalistica. Contudo, o resultado é semn significado ccondmico,

Para ver isso, considere a seguinte experiéneia. Gere duas séries [ (1) inde-

pendentemente uma da outra ¢ regrida uma contra a vutra. Qual resultado vocé

MNa presenga des conponentes wicanenbe deterministices ¢ estacionarias, ob lesies COV eI
sao vilidos. Na presenga de tendéncia estocistics, muitos problemas surpenn Yoja uma excelente

diseussao sobre isso om Familton (1994, capilulo 16)
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obtém? Em 75% das veres, parecerd que elas sdo correlacionadas (veja Patterson,
2000, para exemplos). Considere um exemplo:

Ve =Y+ €yt

2p =Zp + €54

A Figura 4.2 mostra duas séries geradas independentemente uma da outra,

como no modelo anterior.

15

10

100 200 300 400 500

—Z Y

Figura 4.2 Sérics com relacio espifria.

Agora, regride-se y; contra zy:
¥t = &+ Bz + o

Nas simulacdes com 300 observagdes, com a amostra entre 201 e 300, obteve-
se o seguinte resultacdo:

yi = —6,37 — 0,770z + e, R* = 0,30,
{1,544}  (0,142)

em que o desvio-padriio estd entre parénteses.
O R? ndo é muito baixo, e os coeficientes sdo altamente significantes. Isso é

tipicamente uma regressao esptiria. Assim, em resumo, tem-se o seguinte:
a) Se {1} e {z;} sdo ambos estacionérios, a regressao convencional se aplica
sem problemas;

b) Se {y:} e {z:} sdo integrados de diferentes ordens, regredir um confra o

outro é esplirio e sem significado;
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¢) Se {in} e {z} sdo integrados de mesma ordem, e o residuo ainda &

integrado, a regressdo € espuria;

d) Se {y) e {1} sdo integrados de mesma ordem, ¢ 08 residuns sio estacio-

narios, ha cointegraciio que serd objeto de discussao mais adiante.

A conclusio ¢ ter cuidado com a regressdo que se faz. A especificagao
de um modelo econdmico fregiientemente ajuda a nao cometer absurdos. Os
melhores modelos, em geral, geram regressies (ue fazem sentido, com residuos
estaciondrios.

Fstatisticamente, pode-se mostrar que, quando se faz uma regressao espuria

conforme exposto;

a) & ¢ fndo convergem em probabilidade para uma constante;

by as estatisticas {; ¢ {; tambdm ndo convergem em wobabilidade para
19 rh é‘:‘ ]

nenhuma distribuicio, inexistindo, pois, valores criticos;
¢) o teste de Durbin-Watson converge para zero;
7 . . - . .y
dy o R? tem distribuicdo assintdtica degenerada e

¢} os coeficientes da autocorrelagdo dos resfduos convergem para 1.

Uma discussao mais detalhada sobre esse ponto pode ser vislta em Palter-
son (2000).

4.5

Testes de Raiz Unitaria

4.5.1 Dickey-Fuller

A tnspegio visual de uma série raramente permite distingui-la como de tendéncia
estocastica ou tendéncia deterministica. B, freqilentemente, quando se age assim,
incorre-se em equivocos. Entdo, foram desenvolvidos testes para a verificacio de
existéncia de rafzes unitarias, Q primeiro foi feito por Dickey e Fuller (1979, 1981).

Para entender o tesle, considere o seguinte miodele:
It by A

A lendéneia inicial € estimar esse modelo e usar wim teste convencional def

sobre ¢, tendo como hipotese nula Hy @ ¢ = 1. Em geral, os pacotes econométricos
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reportam os testes nos coeficientes contra a nula de serem iguais a zero. Entdo, o
teste poderia ser alterado, subtraindo v, ; de ambos os lados:

em que se defines = ¢ — 1.

Assim, FHg 1 ¢ == 1 é equivalente a Hy : & = 0. O problema € que, sob a nula,
a distribuiclo do teste, infelizmente, ndo ¢ convencional, ou seja, ndo ¢ igual a
distribuicdio f estatistica, pois iy ndo é estaciondrio. A distribuigdo do teste pode
ser encontrada analiticamente vsando o teorema central do limite funcional o
pode ser visualizada por meio de experimentos de Monte Carlo. A forma mais
bdsica de visnaliza¢io consiste em montar o seguinte experimento:

1. Gere uma seqiiéncia de erros normais com esperancga nula ¢ variancia o2,
{ei}, com T -+ 11 observagbes;

2. Gere a seqiténcia {iy } sob a hipdtese nula de raiz unitdria, dado yg;

(£

Estime a equacdo (7} usando as T dltimas realizagbes? e armazene o valor
da estatistica f;

4. Retornea 15§ vezes fem geral, S = 10.000);

3. Faca o grafico da distribui¢io da estatistica £.

A Figura 4.3 mostra a distribui¢do empirica dessa estatistica em que T = 100,
i =50,5 = 10000 ¢ yy == 0. Note que a distribuigiio ¢ assimétrica, concentrada
em valores negativos.

Procedendo dessa maneira, deve-se concluir que a média da estatistica t ndo
é zero, como poderia ser esperado de uma distribuigao convencional. De fato, em
10% das vezes, a estatisticat < —1,60; e 5%, ¢t < —1,95,eem 1%, t < —2,60.Ou
seja, o uso da estatistica ¢ olhando para a tabela convencional implicaria cometer
o erro do tipo 1’ com muito mais freqiiéncia.

Dessa forma, Dickey e Fuller {1979) recalcularam o valor da estatistica {. O
valor dessa estatfstica se altera, conforme se define a equagio de regresséo e
segundo ¢ tamanho da amostra. Dickey e Fuller usaram as seguintes equagbes

? Assim, atenua-se o efeito de yy até a n-ésima primeira realizagao,

1 Erro do tipo 1 ¢ rejeitar a nula quando ela é verdadeira.
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Figura 4.3 Distribuicio da estalfsticn t-student sob Hy t ¢ = 1.

de estimacdo e suas respectivas estatisticas, dependendo se consideravam a

existéncia de drift e tendéncia deterministica:

Ay;

A,lﬂ =y iy A Ep o T

LYy €T

Ayr =} +fgf+ﬂ'y;.__1 + ey — Tr.

Sob Hp : & = 0, as trés estatisticas associadas foram obtidas por meio de si-
mulacées de Monte Carlo. A primeira eslatistica desconsidera a existéncia de drift
e tendéncia deterministica; a segunda desconsidera a existéncia de tendéncia
deterministica. Na terceira, ha um intercepte e tendéncia determinfstica®, jt - 1.
Repetiram o experimento para T = 25, 50, 100, 250, 300, oo, &, do ponto de vista
préatico, 0o significa T = 1.000.

Como calcular a estatistica do teste de Dickey e Fuller (1979, 1981)? Supondo
o modelo sem drift ou tendéncia deterministica, o cdlculo de T segue, essencial-
mente, 0s passos de um leste convencional de estatistica.

Primeiro, supondo uma série com T + 1 observagdes, Yo, Y1 Y2, - - -, Y calcule
a regressdo por minimos quadrados ordindrios e subtraia 1 do pardmetro ¢, para

1 A terceira equagio, &ye = gt + 66 + ay. +€r sob a hipotese nula de n = 0, pode ser escrita coma

=My e =

3 b,
yo - (R I A = R E o
iy - (F 2) + 2 1 £ £y

X

Ou seja, ¥y ¢ lendéncia quadrdtica determinisiica e tendéncia estocdsiica.
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proceder ao teste sob Fy a = O

T
. Yioiwmoaw .
L. —T 5 — J..
STV
Em seguida, calcule a varidncia amostral:
2 1< 2
$%= = ) (Dy — &y 1)°.
T-1 =

Calcule, a seguir, o desvio-padrac do coeficiente &, s (#):

O critério de rejeicio ¢ se T < 7, em que T sdo os valores criticos obtidos por
meio de experimentos de Monte Carlo; entdo rejeita-se a nula e conclui-se que a
scrie ndo possul raiz unitaria. Por outro lado, ndo rejeitar a nula significa admitir
que a série possua uma raiz unitaria.

4.5.2 Dickey-Fuller Aumentado

O problema do teste anterior é que Dickey e Fuller (1979) consideraram o erro
como um ruide branco. Mas, freqiientemente, o erro ¢ um processo estaciondrio
qualquer. Esse problema pode causar distor¢des no poder do teste. Felizmente, é
fécil corrigir esse problema.

De fato, suponha que y; seja um processo auto-regressivo de ordem p, com

raiz unitaria:
yr=ptfra b F g pin b Ppli—p €

Como testar esse modelo para raiz unjtiria? Usa-se o que se convencionou
chamar teste de Dickey-Fuller aumentado. A idéia ¢ cstimar o modelo com as
variaveis auto-regressivas. Essa € uma forma de corrigir o desvio do valor correto
da estatistica, ou seja, intuitivamente trata-se de encontrar os desvios de Yi €m
relacdo a sua “média”, para deslocar a distribuicio de & em direcdo a zero, caso a
hipétese nula seja verdadeira.
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Do ponto de vista pratico, ¢ preciso introduzir tantas variavels auto-
regressivas quantas forem necessdrias para que o {este de residuons nao rejeite
a hipdtese de que s trata de um ruidoe branco. Para entender o tesle, adicione e

subtraia ¢y, t A equagdo anterior:

ye=pdi ot P 1Yrepaa t Pplt-p + Pplit -pa1 - Pa¥t pry 0
by 4 (Pt Pp) Yot = Pp Yoy T En

Utilizando 0 mesmos procedimento, desta vez com ((p},._ 14 er) Yioprat

ye=pAdy 1+t (¢p 1+ Pp) Yimpr2 - (¢p-1 + Pp) Yooy
t (Pp 1 Pp) Yimper ~ PpOSY prr €
=p4Pye 1+t (q’ip 2t Ppoy (pp) Yr—pr2
(pp1 1 Pp) DYpopez - GpSYL pra i Er

Repetindo isso pr vezes, obtéme-se ao final:

p
Ay = pit vyt Ay R e
i1
em que
r r
= - 1 - L(‘f}j s .)14' = = Z(‘bfl': 1-
i1 j=i

O teste entao pode ser feito, usando 0s mesmaos valores criticos encontrados
por Dickey e Fuller. Qu seja, desde que se faca a corregdo do modelo, de forma a
considerar as demais variaveis defasadas, em nada se alteram o3 valores criticos
do teste ou a interpretagdo do modelo,

E se o modelo for ainda mais complexo, com termos de médias moveis, o que
fazer? O procedimento anterior pode ser adotado mesmo no caso de um modelo
ARIMA (p. 1,4}, ja que sempre se pode transformar um MA (g} em um AR (o),
Surge, dai, 0 problema de como estimar um modelo de infinitas defasagens.
Sucede que se provou que um modelo ARIMA (p, 1, ) pode ser bem aproximado
por um ARIMA (1, 1,0), em que it < g (veja Said e Dickey, 1984).

Nota 4.4 Nio obstanic a adigdo de componentes auko-regressivos o nodelo
originalmente proposto por Dickey e Fuller, experimentos de Monte Carlo mostraram -
que o valor da estatistica t permanece inalterado.
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Mais tarde, MacKinnon (1991, 1996) desenvolveu uma metodologia bastante
interessante para obter a estatistica { com qualquer nimero de observagdes. O
Eviews reporta os resultados de 1996, que sdo baseados em simulagdes cujo erro
éiid., pois o programa admite que a corregio paramétrica por meio de incluséo
de componentes auto-regressivos ndo deve alterar os valores criticos.

O leitor poderd perguntar-se como escolher a ordem p para executar o teste
de raiz unitaria. O niimero de defasagens a incluir deve ser tal que os residuos
estimados sejam um ruido branco, de acordo com testes discutidos no Capftulo 3.
Poucas defasagens nio “branqueiam” os residuos, afetando a distribui¢do de .
Excesso de defasagens diminui sobremaneira o poder do teste em direcdo da
rejeicdo da hipétese nula por reduzir o nimero de graus de liberdade. Assim,
para definir p, existem duas possibilidades equivalentes:

1. A primeira é acrescentar © nUmMero de defasagens suficientes para encon-
trar residuos que sejam isentos de autocorrelagao. Para saber se o residuo
é isento de autocorrelagio, deve-se proceder ao teste de Ljung-Box.

2. A segunda possibilidade & fixar um pmax relativamente alto. Em seguida,
estimar o modelo por minimos quadrados ordindrios para Pmax, Pmax —
1,...,0 e coletar os valores de algum dos critérios de informagéo como
Hannan-Quinn, Schwarz ou Akaike cu utilizando testes estatisticos con-
vencionais até que se rejeite a hipétese nula, usando como nivel de signifi-
cancia 20%.

No primeiro caso, deve-se escolher o valor da defasagem que resulta no
menor Schwarz ou Akaike e confirmar o resultado verificando se os residuos
comportam-se como wm rufdo branco.?

A segunda forma ¢ valida porque Sims, Stock e Watson {1990) mostraram
que os coeficientes das varidveis estaciondrias convergem para uma distribuigdo
normal. Contudo, adverte-se para ndo executar o procedimento de modo inverso,
pois experimentos de Monte Carlo resultam na escolha de uma defasagem menor
que a ideal, quando se inicia o processo de escolha de um modelo mais parcimo-
nioso para um mais extenso.

5 O Eviews 5.x executa o procedimento de escolha do p ideal automaticamente. Porém, ndo verifica se
os residuos gerados por essa defasagem sfo rufdos brancos.
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Como definir 0 puax? Um critério de escolha do méaximao p foi proposto por

Schwert (1989), conforme a seguinte formula:

1
. T %3
fhvax = ]2‘11'\t (iﬁg) ,

em que int {x) é a parte inteira de x.
Assim, uma série com 100 observagdes teria um de 12 defasagens, Oulra

série com 200 observaches teria 14 defasagens, no mAaximo.

Exemplo 4.1

Para exemplificar os lestes de raiz unitdria discufidos, serdo wtidizados, neste
exemplo ¢ nos sequintes, dados da série da taxa de chnbio mensal de jutho de
1997 afé jund de 2007 ¢ da sirie do IPCA abrangendo o periodo de fancire de
1995 até matio de 2007, Lot cada wina dessas séries ndo foi necessdrio nenfitin
tipo de transformagio para a aplicogio dos testes. A fmportiincia desses lestes
emterge da restrigio existente em alguns modelos econométyicos gue s¢ poden ser
aplicados, por exemplo, enr séries que sefam estaciondrins. Considere a série de

dalar mensal representada na Figura 4.4,

_ e 4.0
.rl'. 3.b
0.6 ' III". I -3.0
0z{. ¢ \)\ N Y
00 :-’ '.;k\fﬂ\'ﬁl JJ l |l " b |".J{l|' ‘I \ Ay 15
|\/f\ || II| |A || /U \I llv".'-""ﬁ'lllbfﬁv]l \f- |;nf-\.-\__ AE
02 vl ”llﬂl
04l r B

T 1T v 17 e ST
nn 2A01 2002 2403 #004 2005 20CE

--- Taxa de r.;'unbio_.l

- = Reloing 9o o

Figura 4.4 Tiva de cdntbin.

£ e possivel que essa série contenia tin raiz unitdria. Por qué? Poriie
verifica-se que a série demora parg reoerfer u fendéncio. lsso caracteriza 1
elevado componente auto-regressivo, possivelmente wma série infegroda. Na
parte faferior, mostr-se a série diferenciadn en que se verifica que ela flnlua

ao yedur de zero.
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Mesino assim, & mais sequro proceder ac teste de raiz unitdria. O Eviews
frxa o mdximo pmax = 1l e, pelo critério de Sclnwarz, encontra p = 1. Feito
isso, encontra o seguinke valor da estatistica, ent que se especifica o modelo com
constante T, = —1,413. O prdprio Eviews reporta que P (1, < —1,676) =
57,26%. Logu, nilo & possivel rejeitar a hipétese nula, ¢ conclui-se que a série
possui wma raiz unitdria. A titulo informativo, os valeres de rejeicio da hipdtese
mida sido a 1%, 5% e 10%, respechivaniente iguaisa 3,50, —2,89 ¢ 2,58

O segundo exemplo € o da inflagiio mensal, versio IPCA. E interessante
verificar sc Il raiz unitdria depois do perfodo megainflaciondrio vivido pelo
Brasil. A Figura 4.5 mostra o IPCA a0 longo do fempo.

3.0

254

2,0

- WW o

T T

T T T T T T T 1 T T T T
95 96 97 98 90 OO O0F 02 02 04 05 06 .

Figura 4.5 IPCA depois do Plane Real.

Nao ¢ posstvel ter cerleza de que nfo existe raiz unitdria g partiv da figura.
Procedendo ao tesle de raiz unitdria, como no exemplo anterior, rejeita-se a
existéncia de raiz unitdria, pois o valor da estatistica Ty = —-4,91 & nienor que o
valor critico a 1% de -3, 47, conforie:

Teste de Dickey-Fuller

Lstatistica —4,917

1%  -3,4749
Valores Criticos 5%  —2,8810
10% —2,5772

Quando se procede ao teste usando tendéncia, o cocficiente dessa varidvel é
estatisticamente insignificante, loge é desnecessdrio incluir a tendéncia ne teste,
Eniretanto, o coeficiente da constante é seinpre significante, sequndo o teste 1,
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4.5.3 Demais Testes de Dickey e Fuller
O teste de Dickey e Fuller pode ser feito conjuntamente para dois ou trés

coeficientes. Considere as seguintes especificagdes:

P
Ayp = aypoq + 3 AiDY i1 T Ex

i=1

Dy

14
oY1+ E/\,‘Ay‘;__ i1t €t
i=1

fr
Ay =+t a1+ Y MDY €
i==1
Dickey e Fuller (1981) calcularam estatisticas F para testes conjuntos,
chamando-as ;i = 1,2,3. Essas estatisticas nao ttm uma distribuigdo
convencional, daf a necessidade de renomed-las. Hipoteses nulas e respectivas

estatisticas sdo fornecidas a seguir:

Essas estatisticas sao construidas da mesma forma que os festes conven-

cionais: , ,
D = (&€ estrita — € €m0 restrita) /1
P — af i / T II,_ ]
€ Enan restrita (T- )

em que
r é o nimero de restricdes, igual a 2 ou 3;

T é o ntmero de observagoes;
k é o niimero de pardmetros estimados no modelo ndo restrito.

Como de praxe, grandes valores de @, quando comparados aos valores

simulados, sugerem a rejeigdo da hipétese nula.

4.5.4 Phillips-Perron

Embora o procedimento de Said e Dickey (1984) permita proceder ao leste de
raiz unitdria usando um modelo auto-regressivo para representar um maodelo
ARIMA (p,1,4), seria interessante um teste de raiz unitaria que fosse espe-
cificado independentemente das ordens p e ¢ do modelo. Afinal, a idéia é
essencialmente testar o coeficiente n do processo.

R nesse contexto que surge o teste de Phillips ¢ Perron {1988}, o qual faz
uma correcio nado paramétrica ao teste de Dickey e Fuller, permitindo que seja
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consistente mesmo que haja varidveis defasadas dependentes e correlagdo serial
nos erros.¢ O teste de Phillips e Perron torna desnecessdria, assim, a especificagdo
de um modelo com ordem aulo-regressive suficiente para expurgar a correlagdo
serial dos residuos. Os detalhes de sua derivagio fogem muito ao escopo desta
obra e nao serdo apresentados. As equagdes estimadas ¢ os testes designados sdo
idénticos aos de Dickey e Fuller. Assim, a inlerpretagiio também é andloga, A
maioria dos softwares jd incorporou o teste de Phillips e Perron. Assim, considere
as seguintes possibilidades com as respectivas estalisticas associadas:

Ay =0y p iy — 2y,
f’:\-‘_l;’f =pobay gt Iy,

Lyp = p 4ot +ayy +1t — Zig,

em que #; ¢ um processo estaciondrio.

Phillips e Perron (1988} também definem testes diretamente sobre os coe-
ficientes do modelo, em vez de usar a estatistica !, como anleriormentie. Eles
chamaram tais testes de z4, para enfatizar que sao testes sobre a distribuigdo dos
cocficientes, ¢ comparam os resultados com os testes baseados na distribuigio da
eslatistica f, ambos sob a hip6tese nula de raiz unitdria. Entretanto, do ponto de
vista pritico, ndo ha dilevenga enlre eles.

A seqiiéncia de estimagao ¢ sernethante a do teste de Dickey e Fuller mencio-
nado anteriormente. Esquematicamente, a correqdo, zr ,;, empregada por Phillips
e Perron para 7, ¢ seqliencialmente eslimada da seguinte forma, dado yy (o
procedimento para z; e z;¢ € andlogo, por isso omitido):

1. Eslime as seguintes médias:

ST VTR

¥ = 1 -1 = T ;
2. Estime o pardmetro de maior interesse:

i S =7 Dl -7 L

N
Z:T=1 (.'/f—l -l 1)

# Ou seja, o teste de Dickey ¢ Fuller ¢ um caso especial do teste de Phillips e Perron se o desvio-padrio
calculade dos residuos for numericamente igual ao desvio-padrdo do residuo de longo prazo,
caleulado por meio da densidade espectral da varidvel dependente na freqliéncia zero (veja Phillips e
Perron, 1988).
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3. Estime a constante ou driff:

feg- @EDT

4. Estime a varidncia populacional da regressao:

52 v iy (Byr — fr - fya)”
T‘ ,r ]

5. Caleule o desvio-padrio do pardmetro de interesse:

S(R)
Fs

6. Calcule a estatistica de Dickey e Fuller

8. Calcule a estatistica de Phillips ¢ Perron:
i X (& i h2 e 2
Sp=Tl %) -5 R
M 20 o T2y T 2
\ =117

- . . _ . .
O termo 2 representa a varidncia de longo prazo, em que estdo incluidas

todas as autocovariancias do processo . Seria ideal calcular '“;-"f: e ¥ QcorTe
que nao existem infinitas observagoes, logo ¢ preciso truncar j ein algum ponto.
£ dlaro que se podia ir de T a T autocovarifncias, porém quanto mais distante
a aulocovariancia, menos informacdo ela produz em troca de muito mais rufdo,

I mced o elena]ar 5
por isso ¢ necessdrio caleular }00

¥j, em que limyg oy ceo }'1 - {}, 18to &, a banda
de truncagem cresce a uma taxa menor que ¢ nimero de observagdes. Como ;=
7 . jo pode-se escrever:

A A

Yoo v+ 2)

P M j=1

'g“'?.:"r\ Ao
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Para o cdlculo amostral, entio, dever-se-ia estimar:

Porém, por razdes de amostras finitas, é preciso ponderar as observagoes
mais distantes das observagdes mais recentes. Essa ponderacio ¢ dada pela

fungio w (Mjﬁ), também conhecida como fungéo janela. Essa fun¢do pode ser
especificada de vdrias maneiras, e as mais comuns sdo as seguintes:

1- )z, sejz} <1.

Bartlett: w(z) = 0 2] > 1
, se fz| = 1.

1 - 622+ 62°, se0 <z < %
Parzen: w(z) = 2(1 —z)?, se % <z<l.

0, do contrério.

3 sen (&2 6
Quadritica:  w(z) = (%) — o8 (?ﬂz)
. ;

Andrews (1991) estuda as propriedades de cada uma dessas fungdes e suas
aplicagdes. Perron (1990) recomenda o uso da janela de Parzen, embora grande
parte dos trabalhos empiricos ainda use a janela de Bartlett.

Outro componente importante do teste é fixar M. Nao é trivial definir que
valor M deveria ser. Os pacotes economéiricos, em geral, definem esse valor
a partir da amostra em termos do critério de Newey-West (1994) ou Andrews
(1991). Para os propositos deste texto é melhor seguir o primeiro.

Definida a janela, procede-se a corre¢do nio paramétrica definida pela estatis-
tica z“;”“. Ela segue principios derivados assintoticamente e ¢ bastante complexa,
porque multiplica fﬂ por &/ 0 e subtrai

i ot - 2

2 C’w T-2 ZI] L’,z..l

A justificativa formal para essa corregdo foge ao escopo desta obra. Intuitiva-
mente, & preciso corrigir um viés de estimacdo, decorrenie do uso de um erro
que segue um processo estaciondrio desconhecido. O termo

1 0% - &7

2 0,/T2 X:;I;l .‘ff_l
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é subtraido para centras a distribuicdo de zy em zero, O termo &/ & é multiplicado
para corrigir a amplitude de distribui¢do do teste.

B interessante observar que, na auséneia de autocovariancia serial, isto @,
quando Z}?:j-i-l fiyil)_; = 0, entdo o teste de Phillips e Perron é idéntico ao teste
de Dickey e Fuller, pois p? = i == 2o = Ty

A seguir, exemplifica-se o teste usando as mesmas séries dos exemplos da
seqdo anteriorn

Exemplo 4.2
Congidere a série da taxa de cambio, usando o teste de Phillips e Perron. A tabela
seguinie ¢ obtida a partir da safda do Eviews. A idéia ¢ explicar cada wn dos
seus termos. Para obté-la, considerou-se o modelo com: constante, a fungfo peso,
wlj/ (M + 1)), segue a especificagio de Parzen, v valor de M é obtido peto critério
de Newer-Wesl.

Com isso, 0 Eviews gera wina saida et que se podem ler, entye ontras coisns:

Valores Criticos Tedricos Valores Estimados
g ZA;”[, —],5‘“

1% -3,501 Prob (zp) < 21} 50,83%
5% —2,892 M 4
10%, —2,583 Varidncia Residual: 82 0,0116

HAC: 2 0,2155

Cormo a estatistica calculada & maior que os valores tedricos, nio se rejeila
nuta. O teste conclui quie n série possui rafz wikdria.

Exemplo 4.3
Refazendo o exemplo da inflagio, mas usando o teste de Phillips, mesmia frngdo,
peso e critério para a escolha de M, encontraim-se:

Vilores Criticos Tedricos Vitlores Estinidos
Zep 2y —4.789

1% —3,474 Prob (z¢, < 2iy)  0,00%
5% 2,881 M 5
10% -2,577 Variancia Residual: #2 0, 1509
HAC: #*  0,1393

Aqui, rejeita-se a nula como anterionnente, pois o valor estimado ¢ menor
que 0 vator critico.
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Perron (1990) aduz sérias objeqGes ao teste de Dickey e Fuller sob a hipétese

de tendéncia temporal e intercepto. Assim, sugere fortemente o uso do teste de

Phillips e Pervon em seu lugar, porque corrige os problemas do teste.

O teste de raiz unitdria ¢ muito problemdtico quando & ¢ préximo de 0, mas

nao ¢ zero. Isso significa que o poder do teste (probabilidade de tejeitar a hipotese

nula quando ela ¢ falsa) é muito baixo. Em outras palavras, hd uma tendéncia

de se aceitar a hipotese nula equivocadamente. Para reduzir isso, Perron sugere

alguns procedimentos:

1.

Inicie o leste com a regressao mais geral possivel, isto é, estimando Ay, =
jot 8t +ay g +upeteste Hy:a = 0x Hy o < 0. Se rejeitar a hipétese
nula, n&o é necessdrio avancar.

Se ndo rejeitar a hipdtese nula, pode ser em virtude do baixo poder do
teste. Este poderd ser melhorado se ndo tiver tendéncia temporal e se ndo
houver drifi, isto ¢, se p = ¢ = 0. Entdo, primeiro teste:

& 0 & o

Hp o H, :
01 4 o [ s 17

’

usando a estalistica $3, tabulada por Phillips ¢ Perron (1988). Se se rejeita
Hpy, conclua pela existéncia de raiz unitdria, via estatistica z; - de Phillips e
Perron.

. Sendo se rejeita Hy, teste:

il 0 & 0
S| =10 x| é& | A£]0],
H 0 it 0

usando a estatistica P de Phillips e Perron. Se ndo se rejeita Hy, teste para
raiz unitaria, sem tendéncia e drift, usando a estatistica z; de Phillips e
Perron.

Se se rejeita Hy usando Py, teste sem tendéncia o modelo

n’ 0 it 0
= . H-[ : / .
JTi 0 ] 0
usando a estatistica @y de Phillips e Perron. Se se rejeita Hy, entdo teste o
modelo s6 com intercepto, usando a estatistica Zty-

Se ndo se rejeita Hy usando @, entio teste para raiz unitdria usando a
estatistica z;.
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4.5.5 KP55

Um dos problemas do teste de raiz uniltaria desenvolvido por Dickey e Fuller
(1979, 1981} é seu baixo poder. Jsso significa que o teste de raiz unitdria ndo
consegue rejeitar a nula para uma infinidade de séries econdimicas. Por essa razao,
outros testes vem sendo desenvolvidos. Um deles ¢ o teste KPSS (mnemdnico
de sens autores Kwiatkowski, Phillips, Schimidt e Shin} idealizado em 1992, A
hipdtese nula ¢ de estacionaridade da série, isto & Hp oy, ~ I{0) contra
H :y ~ 11} A idéia dos autores & usar o teste complemenlando os testes
de raiz unitdria. O argumento & que se pode, assim, distinguir a raiz unitiria de
séries cujos dados nao sdo suficientemente conclusivos.

Para entender o teste, assuma que o processo gerador de dados &
lJ'rl‘ = Xy + Uy,

em que Xy = Xy + by v~ e (0,0%) e 1y & wn processo estacionario.

A idéia é teslar a varidncia de passeio aleatorio xp. Se essa variancia for nula,
entio o processo ¢ estaciondrio. Nessa estrutura, a hipotese a ser lestada & a
seguinte:

2 2.
f‘f[; et =0x H] ot o=

Pode-se acrescentar uma tendéncia deterministica ao modelo da seguinte
forma:

Y= + 80| x4 oy
O procedimento usual, nesse caso, é:
1. Estimar a série om andlise contra as varidvels deterministicas:

o= Eod e

2. Calcular os resfduos dessa regressao, em todo f:

& =y — fi b1

3. Definir a soma parcial dos residuos como

!
S =Y ¢
= |

IE



112 Econowietria de Sérics Temporais
4. Usar teste de multiplicador de Lagrange, KPS5, assim estabelecido:

. 5?
KPSS = *

T P’H

emn que 07 é a varidncia de longo prazo, definida como no teste de Phillips

e Perron:
> ) 2 1) f T
U =+ ? }E=1 4%} (W) E ef(ff—j}

I=j+1
-T2
52— L= 8
T

Se y; é um processo estaciondrio, entdo §; serd I (1) e o numerador do KPS55
¢ um estimador da varidncia de Sy que, por sua vez, tem um limite assintotico.
O termo no dencrminador assegura que a distribuigdo é livre de rufdos. Se, por
outro lado, y; € I (1), 0 numeradeor vai crescer sem limites, o que faz a estatistica
se tornar bastante grande.

’ara visualizar melhor, observe que”:

ey = Xt +uy.
- o . Lo s ~ . -] . ‘.
Se a varidncia de xy € positiva, entdo x; = xg 4 L;-zt vj, Isto &
t
¢ = Xp+ Z Uy + iy,
=1
Substituindo essa equacdo em Sy, encontra-se:

—Z an—Zwﬁu;
j=t

=1

J[--l fros

[ possivel perceber aqui que 5y &, pelomenos, I (1) em razio do termo Z}:l 1.
Tomando ¥, 52, obtém-se uma variavel I (2}, que, ajustada por 72, resulta em
uma distribuigdo limitada, caso a variancia de x; seja nula. Se nio for, o termo
Zj 1 Lh_ vy, fard com que a estatfstica KPS5 exploda, e o teste resultara em um
valor elevado, tornando impossivel ndo rejeitar a nula.

7 Par amor 4 simplicidade, ignora-se o circunflexo da varidvel estimada.
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Os testes KIPSS sdao delinidos em i, 4, € Y, conforme se especifique 0 mo-
delo sem constante ou tendéncia, com constanle, ou com constante ¢ tendéncia,

regpectivamente.

Exemplo 4.4 ‘

Seja o exemplo com a série da texa de clmbio ¢ de inflacdo. Os pardmetros siv 03
mesnios, mas mdam a hipdtese nula e os valores criticos. Nesse teste, a fiipdtese
nila consiste de a série ser estaciondrin, Cont iss0, 0 Evietes gera wmit salda vt

quee se pode lev, entre oudras coisds:

Cdmbio  Valores Criticos Tedricos | Valores Eslinados
Wy i 0,324
1% {3, 734 |
5%, 0,163 i M 7
10% 0,347 Variancia Residual; #2 1, 250005

[IAC: 62 1,748361

Aqui a hipitese fuln ¢ de estacionaridade da série. Nesse caso, coHo :}J, <
iy, 1d0 se rejeila a nufa. No coso do KPS5, iss0 signifion que a série de cimbio &

pstaciondria.

IPCA  Valores Criticos Tedricos

Valores Estimados

e Hh 0,316

1% 0,739
5% 0,463 M 8
10% 0,347 | Variancia Residual: 57 0,331847
} HAC: 82 1,47527

Agquei, ndo se rejeitn a o, consistentemente cont 03 festes de Dickey-Fuller
e Phillips-Perron,

4.5.6 ERS

A secio anlerior mencionou que o teste KI'SS fol desenvolvido porque os testes de
Dickey ¢ Fuller tém baixo poder. Para visualizar o problema, considere o seguinte
modelo:

yro= gt RN e wi{l)en

i
tf.} = Z‘ L’).‘,ljl(h = (SJ.\}.
[T
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A parcela d; representa os termos deterministicos de driff e tendéncia, isto é,
max [ = 1, porém poderia conter mais regressores. Quandoa = 1, 1y é integrado
de ordem 1. Admite-se, ainda, que E (ug) < 00, Z?‘;] i |1,UI-| < co. Note que essa
ltima hipotese € mais forte do que foi vista assumindo absoluta somabilidade

(5]
Z}'.—:_ ]

O poder baixo do teste emerge quando a - 1, porém a < 1. Essencialmente,

baixo poder significa que o teste comete muito freqilenlemente o erro do tipo

q.n;-| < Q.

IL, isto ¢, ndo rejeita 2 nula quando ela é falsa. Por exemplo, Perron e NG (1996,
tabela 3) relatam que o teste ADF tem um poder de 25,8% quando &, = 0ea =
0,95, para uma amostra de T = 200 observacdes. Isto é, em 74, 2% das simulagdes
do modelo, o teste ADF néo rejeitou a nula quando ela era falsa. A mesma tabela
mostra que o poder aumenta para 92, 5% quando & = 0, 85.

O poder do teste se reduz consideravelmente na presenga de termos determi-
nisticos. Elliot, Rothemberg e Stock (1996, tabela 1) relatam que o poder do teste
ADFparaH =1, ¢ (L) =1/{1-¢;L),a =0,95e ¢y = 0,5 é de 10%. Qu seja, 0
teste sO rejeita a nula de raiz unitdria em 10% dos casos, embora seja de fato falsa
em todos os casos. Por outro lado, o poder aumenta para 67% quando & = 0,7 e
¢ =0,5

Elliot, Rothemberg e Stock argumentam que o poder do teste pode ser
aumentado se, de alguma forma, os termos deterministicos forem expurgados
da regressdo do teste. Eles sugerem, entao, uma modificagdo no teste ADF, reba-
tizando o teste de DF-GLS. O procedimento operacional do teste é relativamente
simples e segtie 05 seguintes passos:

a) Dada a seqiiéncia qualquer observada {z;},_, defina a seqiiéncia
(zg,z‘f) = ({zp, (1 —&LlYz), f=1,2,...,T,

paraalgum® =1+ &;

b) Encontre ¢ (x) que minimiza a seguinte fungio:

L@ = min [y - @) 5] [vf -5 @]
{8 (@

¢) Em seguida, obtenha a série com os termos deterministicos expurgados,
em que o sobrescrito d representa detrended:

vi = y- 8@ %
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d) Proceda ao teste de Dickey-Tuller usando a nova seqiiéncia

I’
AN y‘f St Zf\r{;\_u',f__ ;b (8)
o

Como z;f & livre de termos deterniinisticos, ¢ desnecessario incluir constante
ou tendéncia. Entrelanto, ¢ preciso saber se a séric original possui tendéncia

determindstica ou constante para definir o valor de ¢

-7, s H =0

-13,5, se H -1

O valor de ¢ decorre de experimentos de Monte Carlo, de forma a maximizar
o poder do tesle & = 1 contra a = &, quando se fixa o poder em 50%. A Intuigdo
do teste é que o poder val aumentar conforme § se distancie de n.

Do ponto de vista pratico, na verdade, o valor de ¢ fixado para um poder de
50% funciona bem para faixas de poder gue variam de 25% a 95%. O resultado
fundamental de Elliol, Rothemberg ¢ Slock € que o poder do teste ADIF aumenta
consideravelmente, passando de 100 para 26%, quandoa - 0,95 e gy - 0,5 e
para 95%, quando o passa a 0,70,

Elliot, Rothemberg ¢ Stock propdem amnda ontro fesle, klentificado como
RS - Point Optimal, baseado na estatistica LR - laxa de veressimilhanga. Para

executd-lo, devem-se seguir esles passos:

1. Obtenha os residuos, indexadaos pelo ndmero de delasagens, da regressio:

M

{'A'xi;’f - ﬂrg |- iy | ;']';r'fi‘;l [ - €
. p B -

i

I~

Calcule a varidncia amostral desses residuos:

T
=a
1=

J-lf:-|| “JU

3. Caleule a varidancia de lovgo prazo {ot densidade anto-regressiva espec-

{ral na freqiéncia zero):

2
D = — = |.21

cnque A (1) s

CAL

=
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4. Finalmente, calcule a estatistica Py, ajustada pela possivel correlagio serial

pT:&Ei;§ﬂﬂ

VAR

dos residuos:

A intuicio do teste é a seguinte. Se a série for integrada, a diferenciagdo gerara
uma série de varidncia pequena se& = 1, porém o valor de L (# # 1) sera grande.
Logo, Pr serd grande e ndo se rejeila a hipétese nula. Se a série for estacionaria,
a diferenciacdo da série em L {& == 1} serd estaciondria, e 0 mesmo acontecerd
com L (& £ 1). Os valores serdo baixos e, conseqilentemente, Pr terd um valor
baixo. Disso, conclui-se que a regra de rejeigdo da nula € a seguinte: se P.f.‘"‘icu""d” <
perttico rejeita-se a nula de raiz unitdria.

Uma variante do teste é usar como varidncia de longo prazo o estimador:

2 2 2 J :
[ A ,I‘;L(L:'(M—H) Z EIC:.J{;

j=1 F=j+1

T o5
22 o168
==
em que ¢; € calculado como residuo da regressiio de yy contra dy:

& = iy — i - BF.

Simulagdes desses autores apontam para uma certa supericridade do teste
DE-GLS.

Exemplo 4.5

Seja o exenplo coni a série da foxa de cdinbio. Primicivo, considere o teste DF-GLS,
ent quie 0 Eviews fixa o mdxino pmax = 11 ¢ seleciona o p ideal pelo eritério de
Schwarz, admitindo-se constarite apenas,

Cambio  Valores Criticos Tedricos | Valores Estimados

TGLS ,E_CII,S —1.057
fr it e
1% — 2,590 P 1
5% —1,944
10% —1,614

Pelo critério de ERS-Point Optimal, comt janela AR Spectral-miniimos
qradrados ordindrios ¢ M cscothido pelo critério de Scloarz, obténtse os
segtrintes resultados:
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Cambio  Valores Criticos Tedricos l Vilores Estbndos

Py ‘ Pr o 12,655
1% 1,944 M 1
3% 3,099 HAC: 6% 0,021
10% 4,149

Fii ambos os casos, niio 8 possivel yejeitar a hipdtese de raiz unitdria, ¢

conclui-se que a série a possi.

Exemplo 4.6

Considere agora v cxemplo da série de influgdo. Primeiro, considere o teste DF-

GLS, eiir que o Eviews fixa o mixing poas = 12¢ selecionn o p idend pelo critério

de Akatke, adinifindo-se constante apgins.

Cambio  Valores Criticos Tedricos

Valores Estimados

1%,
5%

0%

T s

g

-2, 581
1,942
~1,613

2GLS
t
P

2,657
13

117

Nesse cuso, rejeit-se a mila e conclui-se que o inflagio no Brasil ¢ vstacio-

siria, resultada quc corrobora os testes anferiores.

Usanido o fesie FRS-Point Optinal, serdo erconbrados:

Py

1,930
3,139
1,248

SPicns ‘ Valores Estimados

| Py

2, 8R9Y
13
(0,151

Nesse caso, rejeila-se n unla o 5%, porduw ndo se rejeila o

Conmi-

parado conr 0s lestes anferiores, o resuliado ¢ elativamente inconclusivo. A

andlise nio se altera se se wlilizane outras formas de cdleulo dn varifncia de

Ionvo prazo, coma peli densidade espectrinl ma fregiiéncia zero saido o wmadelo
) ey

aufu-regressivn,
i
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4.5.7 NG e Perron

Alem da questio de poder, o teste de raiz unitiria sofre do problema de tamanho
do teste, quando a raiz do processo de médias moveis ¢ muilo alta, isto é, quando
@ — 1. A razio desse problema ¢ facil de visualizar. Considere o seguinte modelo
ARMA {1, 1):

U= gy + e+ e g

Fatorando, pode-se obter:
(L- L)y = (1 +8L)cp

Ora, se existe raiz unitaria, ¢ = 1. Mas, se § -» —1, entao os lados direito e
esquerdo da equagdo cancelam-se e fy, o limite, vai se comportar como um ruido
branco. Do ponto de vista prético, se ¢ estiver proximo de - 0,9, a rejeicdo da
hipdlese nula é muito mais freqliente do que se desejaria, e razdo das distorgtes
de tamanho. Para se ter uma idéia, NG e Perron (2001} relatam que o tamanho
do teste DF-GLS quando ¢ = —0,8,T = 100 é de 62,4%, enquanto o ideal scria
de 5% ou 10%. A Figura 4.6 mostra duas séries simuladas com 08 mesmos erros.
Poréin, a série que flutua ao redor de zero foi calculada com ¢ = =1, 8. Embora as
duas séries sejam integradas, ¢ dificil reconhecer 1550 visualmente na séric com

medias moveis.

f‘*"éWh\%#;#“ﬂmM’W

=
T
=
;.,_—;?—__“—
=
i 2
=
——
o =

Figura 4.6 Passcios alcatdrios con diferentes middins ndvers.

O teste de rajz unitaria sobre a séric em que f = -0,8 rejeita fortemente a
hipétese, ndo obstante tenha siinulado um passcio aleatorio.

Cicntes desse problema de tamanho, Perron ¢ NG (1996) propdem modifica-
coes aos testes de Phillips ¢ Perron {1988) que simulacoes mostraram melhorar
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sensivelmente o tamanho do teste. 530 os M testes, para lembrar “modificados”.
Sdo trés testes modificados, admitindo-se que j4 tenha sido expurgada alguma

eventual tendéncia:

Mzp = Mzy x MSB =21 + =

T 2
_Zf=1y:—l
]
T Vg

MSB

Simulagdes de Monte Carlo mostram considerdveis ganhos de tamanho a
partir desse teste, particularmente quando se emprega o estimador da varidncia
de longo prazo v} no lugar de v2. Por exemplo, em uma amostra em que T = 200
e = —0,8 o tamanho do teste Mz; diminui de 96, 1% com v? para 6, 3% com UiR
(veja tabelas 1 e 2 de Perron e NG, 1996).

Entretanto, os autores ainda ndc usavam o procedimento de expurgo de
tendéncia de Eiliot, Rothemberg e Stock (1996). Tal expurgo, em tese, pederia
melhorar ainda mais o tamanho do teste, particularmente porque o teste € muito
sensivel as varidveis deterministicas. £ nesse contexto que, de fato, NG e lerron
(2001) mostram que um considerdvel ganho de tamanho poderia ser obtido
usando os testes Mzs juntamente com o procedimento de expurge proposto,
denominando esses testes de MzCLS. Além disso, NG e Perron propdem ainda
o teste modificado de “Point Optimal™

S e - ; (v4)"
e+, quando H = 0;

- 1-¢ 2
f2 D W - ()

. quando H = 1.

Assim como as demais regras de decis3o para raiz unitaria, se o valor
calculado dessa estatistica for menor que o valor critico, rejeita-se a hipdlese de
raiz unitdria.

Permanecia outro problema, contudo. Os testes sdo sensiveis ao tamanho
da defasagem auto-regressiva p. Por exemplo, NG e Perron mestram por simu-
lagdes de Monte Carlo que o tamanho do teste DF-GLS com uma amostra de
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250 observagdes, H = 0 e f) = 0,8, reduz-se de 98,5%, quando p = 0,
para 9,9%, quando p = 10. Os testes MzCLS resultam em tamanhos menores
que os testes DF-GLS, porém sofrem do mesmo problema. Por exemplo, o teste
Mzg”‘s, T =280 e = —0,8, reduz de um tamanho de 98, 7%, quando pp = {, para
um tamanho de 3, 5%, quando p = 10.

Nessas circunstincias, é preciso desenvolver uma técnica dependente da
amostra para selecionar a defasagem 6tima. E o que NG e Perron {2001} fazem
nesse artigo, propondo modificagdes nos tradicionais critérios de informagao de
Akaike { AIC), Schwarz (BIC} e Hannan-Quinn (H(J).

4.5.8 Critério de Informacéo e Janela Otima

Para o teste de NG e Perron (2001}, eles sugerem modificagdes aos critérios de
informacdo convencionais. Essas modifica¢des decorrem de simulagbes de Monte
Carlo, que mostraram gerar melhores resultados em termos de poder e tamanho
do teste. A tabela a seguir mostra a natureza dessas modificacdes, essencialmente
obtidas pela inclusdo do coeficiente T aos critérios onginais:

Critério de Informacao Defini¢ao
Modified AIC - MAIC Iné? + (n4 1) %
Modified BIC - MBIC Ino? 4 (n +7) BE

Modified HQ~-MHQ  Iné? + (n+7) 2InInT

em que

1 é o nimero de pardmetros estimados na regressao 8;

2
i u -1 . Lp
T = 11‘2 L ‘-"-“"é_-i——' , (Tg = Z __T — f—
fzpmnx'q 1 t f:Fmax b f max

Observe aqui que éfp é calculado a partir da regresséo

"
Sy = dy -+ oy .3+ Z Ay i - €ty
i=1
em que p é fixado otimamente. Entretanto, alguns residuos estimados, aqueles
entre 7 € Pmax, Nao devem ser contabilizados. Isso € feito para que se assegure
que o nimero de observagtes utilizadas para calcular a estatistica seja idéntico
em todos os modelos com diferentes defasagens. Se o nimero de observagdes
utilizadas fossce diferentes, os testes seriam incompardveis.
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Em termos praticos, NG e Perron recomendam que se use o méiodo MAIC.

No caso de usar o método ndo paramétrico de Bartlett, Parzen ou janela
quadrética, para definir a fungio A (-), é preciso saber o tamanho da banda, isto é,
o valor M. A definigao da janela ¢ importante para a melhor estimativa. Fa duas
formas de definir o valor M. Uma delas é utilizar o procedimento descrito em
Andrews (1991); a outra é usar o procedimento de Newey e West (1994).

Exemplo 4.7 .

Seja o exemplo com a série da laxa de cambio, usando como opedo de janela
espectral o GLS-detrended AR conr constante, com M = 7, definido pelo critério
AlIC modificado. Entfo, lem-se:

Cambio MzGLS MzgSh MSBORS MPRts
Valor Colctilado ~1,570 0,883 0,562 15,540

1%  —13,800 —2,580 0,174 1,780
Valores Criticos 5% —8,100 —1,980 0,233 3,170
10% —5,7000 1,620 0,275 4,450

Os testes demoustrant a ndo-rejeicio da hipdtese nuln, de forma que o
cdmbio parece ter wma raiz unitdria. O resultado do feste € invariante a outras
especificngdes de janela, ou cdiculo paramétrico da varidncia de longo prazo.

Exemplo 4.8

Considere agora o exemplo da série de inflagio, usando a janeln espectral GLS-
detrended AR cont constante, com M = 12, definido pelo critéric AIC modifi-
cado. Entdo, teni-se:

IPCA MzGLS  MzPSt MSBOMS MPRES
Valor Calculado —1,13786  —0,59311 ,52125 15,9673
1% —13,800 -2,580 0,174 1,780

Valores Criticos 5% —&, 100 —1,980 0,233 3,170
10% —-5,700 —1,620 0,275 4,450

Nesse caso, rejeita-se a nula a 5%, mas ndo a 1%. O resultado do teste ¢
invariante a oitras especificagdes de janels, ou odlenlo paramétrico da varidncia
de longo prazo.
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4.5.9 Raizes Unitarias Sazonais

A maneira mais direta de tratar raizes sazonais é usando variaveis dumniies para
capta-las. Imaginando dados trimestrais, pode-se estimar a seguinte regressao:

P
Ay =g+ oDy + D + 3Dz + alfp.q + L)L;A]}f_,‘...l + €.

i=1

Experimentos de Monte Carlo demonstram que a distribuigdo do teste sobre
& ndo se altera na presenga de sazonalidade deterministica, mesmo na presenga
de tendéncia temporal, £.

Se ndo é possivel usar dinmmnies e hd raiz unitdria sazonal, o teste muda
consideravelmente. Seguindo a exposicao de Enders (2004), suponha dados
trimeslrais, de modo que:

(=1 L) (T +@2L) (1 - ipsl) (1 + igpsL) yr = €.

Se houver raiz unitdria sazonal, entdo ¢y = ¢ = ¢35 = ¢ = 1, gerando
(1 — L*). Mas hd outras possibilidades, listadas a seguir:

a) Se 1 = 1, y; € o tipico caso de um passeio aleatério, testado como jd
sabido;

b) Se ¢ = 1, a seqiiéncia tende a se replicar a cada seis meses, portanto hd
uma raiz unitiria semi-anual, ja que a solu¢do homogénea é: 1 + iy = 0.
Parexemple, seyr = Ly = -1,y =1,...

c) Se gy = 1 oudy = 1, a seqiiéncia tem uma raiz unitéria de ciclo anual.
Para ver isso, suponha y; = 1, entdo iy = L, i132 = i? = ~1Ly43 =

_’:ry:‘+"-l =1

Para entender o teste, expanda (1 — ¢ L} {1 +¢»L) (1 —igsL} (1 + iy L) por
Taylorem tornode ¢y = ¢ = 3 = g = 1.

(3 — @i L) (L4 oL) (1 — ipaL} (1 + iy L)
- (1 —L“) —L(1+L+L2+L3) (pr1—1)

+L(1—L+L2—L3) (¢ —-1)-—;‘L(1—L2) (1+iL){¢3-1)
+iL (1 - LZ) (1--iL) {¢g — 1).
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Definindo &; = ¢; — 1, para tode j = 1,2,3,4, e notando que { (1+/L)y=i~L
ei{l —il) =i+ L, pode-se escrever:

(1 - L‘*) = 1 (1 FL4I2s L3) Yooy - (1 _L4I2- 1,3) Yiog

+ (1 - Lz) las (i = L) - fea (i + L)) s -

- £f.

Qu seja:

(1 - L‘*) yi = (1 YL L+ L3) Vio1 — g (1 L4 12- L~"‘) Vi1
+ (1 - Lz) [i {ee3 —ayq) — (a3 +aa) LY yy + &
Definindo 203 = ag - it5 e 205 = &g + fes, tem-se que (&3 —ry)f = a5 e
(a3 + &4) = &g Disso resulta que:
(1- 1,4) yr= e (14 L4 L2 L3) g1 = (1= L4 L2 - L3) Vit

+ (1 - Lz) (a5 —agl) ye1 + e

Podem-se adicionar a regressao, se conveniente, dumiies sazonais, tendéncia

temporal e intercepto. Todos os valores jé foram tabelados, bastando consultar as
tabelas apropriadas.

1. Com base nessas derivagdes, monte séries auxiliares:
Xio1 =Wy b W2 R Y3 T Y4
Zpy = Y-t~ Y2 T Wi-3 - Yr-as
Myt = Ye—1 = Y1-3-
2. Estime a regressao aumentada de Dickey e Fuller:
(1 - L4) Yt = &1X1_1 - RoZp_q T AsHl_y — XgMp )
P
e YA (11 dy e
i=1

3. Se ndo se rejeita ay = 0 pelo teste T, entdo existe ralz unifdria ndo sazonal.
Se ndo se rejeita que ap = 0, existe uma raiz unitédria semestral. Se nao
se rejeita o teste de F conjunto que a5 = a5 = 0, de modo que o valor
calculado seja menor do que o valor critico, entao hd sazonalidade anual.®

® As hipoteses anteriores ndo sao conjuntamente excludentes. Isso significa que a série pode ter raiz
unitdria semestral e antal simultaneamente, por exemplo.
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4.6
Decomposicao de Beveridge-Nelson

Agora que ja se sabe estimar uma série temporal e o significado de séries estacio-
ndrias, pode-se apresentar um importante instrurmnento para obhter o componente
permanente e transitorio de uma série. Trata-se da decomposicio de Beveridge e
Nefson {1981}, Esse resultado é importantle para entender o efeito de curto prazo
dos ciclos econdmicos e inferir a fendéncia de longo prazo da série analisada.
Por exemplo, suponha que haja uma queda do PIB, entdo, seria importante saber
se essa queda € primordialmente devida a fatores ciclicos ou trata-se de wma
tendéncia de longo prazo.
O segredo matemético da decomposigio @ perceber a seguinte identidade:

PLl =g (U H (1= L)y (L),

em que

lj'r"{.]-J = L?ﬂ[] LP'}
g (L) = Z;:iu q";f»k e

P = Z_;ik o1 Ppesendo gy o 1

Para ver que vale essa identidade, considerc:

(L) =Y gyt
k=0
-y Yy,
k=0 f=kid
=L b -
f=1 j=2 j=3

Portanto:

W”*““”WHJTWU—Z%“LE%—ﬁzﬂw~~
j=1 i j=3

=2
LY ALY Y gk
=1 j=2 j=3

L4 P+ o

=Y Uy =y (L)

i 0
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Ostabelecida a identidade, considere um modelo ARTMA (p, 1, ) com drift:

oo
Yo Uy g8 Z Wi = ey -+ (e
j=0

Fsse modelo pode ser reescrito da seguinie forma, por substituic@io recursiva:
t
ye o 8 (L)) e _ )
=1

Aplicando a identidade & equagdo (9), obiém-se:

i
Yoo yo o e ()1 Lt (L)) Y ¢
Jl'-_-.-.]
* -
“afy -8y (1) Z e;+{1 Ljg" (L) L ¢
j=1 i=1
!,
= -+ at i IJI) (l) L("‘; - L]{_l:l' (LJ [‘E.'; - Gf}} . (IO}

Je=1

Beveridge e Nelson decompdem a Ultima expressio em duas parcelas,

admitindo-se por simplicidade quegg =

Yo =Pk

i

=vyg | 4+ (1) EEI;

=1

r”

ce =P {L)e;
Da segunda equagio, pode-se subtrair pp._y para obter:
pr=pro1 B8 g (1hen po = Yo

A variavel py represeuta o componente permanente do modelo e se trata de
passeio aleatdério com drift pure, cuja inovagao tem variancia i {1)2 % O fator
Y (1} pode ser maior ou menor que 1, de modo que a varifncia do componente
permanente pode ser maior ou menor que a variancia de . Se for maior, o
componente ciclico tende a suavizar os choques de longoe prazo na séric. Se for
menor, 0 componente ciclico tende a acentuar os choques havidos sobre p,.

O termo ¢; representa o componente ciclico ou transitério do modelo, que

serd estacionaria se for verdade a seguinte hipétese téenica que se assume valern
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e+l - . e - . . o A -
Li2o l9jlf < co. Essa hipotese € um pouco mais forte que Yo fp;| < oo, porém é
necessdria para demonstrar que 37 |1;');*§ < o0,
A seguir, procura-se introduzir mais intui¢do econdmica ao modelo, buscan-
do-se explicar a razéio econdmica dessa decomposi¢do. Para ver isso, tome 1,44

fr It o
Vs =+ (L) ) erps =00+ 3 Y frerps i
s=1 s=14k=0

Como E; (€44.4) = 0, para k < s, segue-se da equagao anterior que a
revisdo de v, dada a informacio em ¢, é:
P Vivh

ho e
E; (.‘ff--l—h} =yt s + Z z Pr€ris—k-
s=Tk=s
Definindo o termo s — k = —j e substituindo na equagdo anterior, tem-se que:

I 00
Ei(ran) =+ + 3 ) e
k—j=1k=k—§

I =
=+ hé+ E E !Pké‘;_),'.

k=j+1j=0

Invertendo os somatérios, obtém-se que:

o0 [l
Ev (Yean) = 1+ 116 + Z ( Z tpk) €4
!

=0 \kwsj+]

Como o termo deterministico é muito simples de prever, o problema fun-
damental recai sobre aquilo que resta além dele, sendo o interesse maior o de
encontrar a previsdo de longo prazo. Assim, a tendéncia estocastica é obtida
quando se toma /1 — oo, do termo E; (1,,) — h&:

k=j+1

©Jim [Ey (yran) —10] = yr + Y, ( )3 lPk) €
1—o0 ;:U

=yr— Z‘f”f”ﬂ =y — " (L) er
=0

Ora, como y; = yo + 8f -+ p (1) E}:] €j + " (L) €1, é forgoso concluir que:

t
N (B (yppn) =6} = yo + 8t + 4 (1) } e = pr.
=00 jzi
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Consegiienternente, o componente permanente é um passeio aleatdrio, essen-

cialmente um resultado da previsio de Jongo prazo da série ajustada em relagdo
a tendéncia deterministica.

Nota 4.5 Hd, aindn, outra forma de devivar o resultado anterior. Towe 6 equagdo (10),
porém h periodos a frente:

t+h
Viph = Yo+ 6 (t+H) (1) )€+ e
j=1

A previsio de Y.y, dada a informagio em t, &
t
E (o) = Yo+ 0 (t 4B+ (1)) 65+ B (erpn) =

=1

i
Er (Ypan) —Sh = yo+ 6t + 9 (1) ) €5+ Er{cipn) -
=1

Agora, pode-se encontrar a previsio de longo prazo:

f
lim [E¢ (ype) — 60} = yo+ 6t + ¢ (1) }_¢j = pr,

Jiwiow =1

pois limy oo Er (cr4n) = 0, haja vista que cppy € 4 processo estaciondrio com
média nula.

Conclui-se, assim, que o componente permanente é um passeio aleatorio,

essevicialmente resultado da previsio de longo prazo da série ajustada e relacio d
tendéncin deferministica.

Exemplo 4.9
Cousidere i modelo ARIMA (0,1,2):

yr=yr b é e e e
E claro que p = 0y, o = B ey = 0, ] > 2. Entio:

Y(l) =1+86 +ty

Yi= - = — O+ 62);

=1
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v

—

== L=
=2
Pe=—2 =0 k>1
j=1

Logo, tenm-se que:

Di=p_ + 8+ (10, 8
cr= {8 + 80 e - Oer_y.

Para operacionalizar o modelo da forma mais simples’, seguem-se estes
passos:

1. Estime o modelo ARIMA (p,1,4) eobtenha f (L) = 0 (L) /$(L),& ed;
2. Obtenha (1) ;

3. Calcule py = 8+ py_1 + 9 (1) &, dado pg = yp;

4. Calcule & =y — fi.

Exemplo 4.10 .
Neste exemplo, demonstra-se o procedimento de Beveridge-Nelson cont uma série
siminda com 199 observagies, cujos valores iniciais de Vi sdo dados icuais a zevo,
de acordo com o seguinte ARIMA (3,1,0);

Ye=1Y1+0,2+0,38y.1 —0,8A1;_> +¢;.
Essa série foi estimada e resultou e {desvio-padrio entre parénteses):

¥e =Y 140,193 4+0,341Ay,_ —0,771Ay;.2 + €.
(0,051 {0,047} (0,047)

Qs componentes py e ¢y fornm obtidos, respectivamente, calculando-se:

1 .
1-0,30050,771°"

Pr=piog +0,193 +
= Yt — pr.

A Figura 4.7 mostra q série decomposia.,

* Rigorosamente, deve-se estitmar o modelo e proceder 3s previsdes, conforme explicado a seguir.
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Figura 4.7 Deconiposigio de Beveridge-Nelson - Sinelago de wm ARIMA (3,1,0).

Exemplo 4.11

Hif outro exemplo interessanfe a sequir. Do sife do Banco Central do Brasil,
pode-se baixar a série de rescroas internacionnis eni ddlar, uo conceito ligiidez
internacional, de dezembro/1970 a abriif2004. Extraido o tog da série e consta-
tada, pelo feste de NG-Perron, a existéncia de raiz unitdria, analisarani sua FAC
¢ FACP Tal andlise sugeriu a existéncia de sazonalidade trimestral ¢ anual, de
modo gue se estinow o seguinte modelo:

(-0 (1 -¢l) (1- ¢4L'~1) (1 - cpuL”) i =t e

Como resultado, o modelo estimado com 423 ebservagoes foi (desvio-padifio
entre parénteses, corrigido por Newey-West):

(1-Ly[1-0211L) [ 1-0,168L% ) [ 1-0,136L" |y = 0,010+ é,.
(0,069} {0,066) (0,073 (0,007}

Os componenies p; e ¢; foram oblidos, respectivamente, clteulande-se:

1

5, = By 40,010+
Pr== Py #0000 oy (170, 168) (1- 0,136

)éi}
Ef — y; — fj,u

A Figura 4.8 mostra as séries deconipostas,

Observa-se da figura qute, desde o infcio de 1992, as reservas internacioais
vém amentando permanentemente. Dividindo-se o perfodo de 1992 em dinnfe
ent trés subperfodos, obseroa-se, entre wmaio/1998 ¢ abril/2000, wma reversio
dessa tendéncia. Entretanto, desde maiof2000 as reservas ndo param de subir,
podendo-se observar que mais recenlemente essa tendéncia se acenfuou.

129
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Figura 4.8 Decomposicao de Beveridge-Nelson: reservas internacionais do Brasil (log).

Beveridge e Nelson (1981) sugerem outro procedimento para decompor a
série. Inicialmente, observe que:

Yeen = NYpin + BYppn—y -+ -+ Ay + i

Isso significa que a tendéncia sempre pode ser prevista a partir do valor
corrente de y; mais a soma das previsdes das variagdes de y;. Por sua vez,
as variagdes de yy sdo estaciondrias e podem ser modeladas. Assim, depois de
subtrair & de ambos os lados da equagdo anterior para que a previsdo ndo seja
explosiva, a previsio do terino estocdstico é:

Jim (£ (yry4) — 6h] = Jim [Et (Aye g+ BYronor -+ + Ay — 8B] + yr.

Assim, o problema ¢ encontrar a previsao de variacao de cada y; paracada fe
todo /i. Uma vez feilo isso, o componente irregular serd simplesmente a subtragdo
de yy de sua tendéncia estocastica ¢ deferministica:

Cr = 1Ifr — lim E; (yt-l-ﬂr 11(5) .
fr-+ea
A forma de operacionalizar esse procedimento € a seguinte:

1. Estime o modelo na primeira diferenga usando o procedimento de Box,
Jenkins e Reinsel (1994);
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. Para cada t = 1,2,...,T use os pardmetros do modelo estimado para
prever Ey (Ay,,p) para h = 1,2,..., H. Beveridge e Nelson {1981) usaram
até H = 100;

. Construa p; = E;ﬁ":] Ei(Ayin) +ys

. Para encontrar o ciclo, calcule ¢; =y — py.






5.1
Introducdo

O método generalizado dos momentos é uma maneira de estimagao bastante
geral, ressuscitada por lansen {1982). O autor demonstrou as propriedades
assintoticas desse estimador no caso ndo-linear. Sua contribuicao ¢ importante,
porque o método permite a estimacao de modelos de expectativas racionais de
modo muito direto.

Mais do que uma forma geral de estimagao, o método dos momentos é mais
direto de entender, pois trata-se apenas de igualar um momento a um cletermi-
nado valort. O autor contribuiu no sentido de estender o significado de momento,
embora em sua origem o método se associasse diretamentc aos momentos de
uma distribuiciio. Nio se trata mais de encontrar os parametros relativos ao
primeiro ou ao terceiro momento de urna distribuicao, porém os parametros de
momentos decorrentes de condighes econdmicas. Assim, igualar um momento a
um determinado valor nao é mais do que satisfazer uma média amaostral,

b A grande dificuldade em entender GMM vem do cosiuine die uzar outros métodos,
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Para entender primitivamente o método dos momentos, recorre-se a um
exemplo bastante simples. Considere o seguinte modelo:

Y = Bixy +€p

O termo # é um escalar a ser estimado por algum método. O termo x; pode
representar alguma defasagem de y; ou algum termo exdgeno que explica iy O
termo €; ¢ um rufdoe branco idéntica e independenternente distribuido.

Dadas essas hipoteses, ¢ natural concluir que x¢ ¢ ¢; sejam independentes
entre si. Essa independéncia ¢ formalizada pela seguinte condi¢io de momento
poputacional:

£ (l‘f&';) =1

A equacio anterior é exatamente uma condigdo de momento. A forma de
obté-la usando uma amosltra finita de observacoes é calculando a seguinte média:

Ll e
L

Essa é a condicdo de momento que permite estimar ;. Além de propor o

=0

método para estimar esse pardmetro, Hansen {1982) derivou a distribuicdo de fy,
de tal modo que se pudessem proceder a inferéncias estatisticas. Prosseguindo
no exemplo, pode-se estimar f; usando essa média, substituindo e; = yr — frxe:
"
>3y = i) = 0 =

=1

B

_ L
MR

Claramente, esse € o resultade da estimagdo de B pele método de mini-
mos quadrados ordindrios. E, de fato, pode-se demonstrar facilmente que mi-
nimos quadrados ordindrios sdo um caso especial do GMM.

O trabalho de Hansen (1982} a respeito desse método de estimagéo € geral em
duas dimensoes explicadas a seguir. A primeira dimensao vale-se do relaxamento
da hipétese'de que x; é independente de ¢;. De fato, a estimagao de f; prescinde
dessa hipétese se for possivel encontrar outra varidvel, zy, que seja correlacionada
comm iy, todavia ndo o seja com €;. Ora, se existe z;, tal que E (z1x1) # e E (716} =
0, pode-se estimar §; usando a seguinte média amostral;

T . T
1 ZE —
E:-%.’. =0= ) z(y-fx)=0=
=1
- Ll ay

)BHREIET
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De falo, esse é o estimador de varidveis instrumentais, TV, também conhecido
coma méetodo de minimos quadrados a dois ou trs estigios. Naturalmente, essa
forma de estimacio também é um caso especial do método peneralizado dos
momentos. Convém introduzir um exemplo em que a varidvel explicativa seja
endégena, para mostrar o poder do método de estimagao GMM.

Exemple 5.1
Suponha quee a teoria ccondmica vstabelega a seguinte relagiio:

Y= fxe +n,

porém, infelizimente, cov (xy, 1) # 0. Esse modefo nito pode ser estimado por
minimos quadrmios ordindrios, sob pena de se obfer coeficiente vstimado
viesado. Logo, ¢ recomendifvel que se usent varidves inbronentlals - 1o caso,
GMM - para corvigiv o problema,

Para visualizar o famanhoe do problema, as vaviifoess eslocisticas serdo
simudndas. Com isso, € possivel estabelecer qual o valor esperade do coeficiente f,
caso ele seja estimado corretamente por GMM. Inmgine, portanto, que o modelo
sefa simulodo da seguinte forna:

W = (P‘]f'jf B + €5
Xp =0y 1w,
ert que €5 e vy 580 ambos rufdos brancos independentes vnlre st
A utilizagdo do wodele ccondadico por minhues quadrados ordindrios gera
coeficientes viesados, fiafn vista que:
cov (xp, ) —coviv,y - o) o ocov(x,y) — Bvar{y)
)
coevar () — p {(5* var (i) 1 var (1)
= Svar (i) [1 - Bdvar (y)] + fvar (i) # 0.
A seguir, guantifica-se essa relagio com 300 observagdes, fuzendo ¢ = 0.8,

§=0,1¢e, e v riridos brancos com varidncin initdria e médin nula. Ante essa
configuragio, o modelo &

== pxy A = By A By 4 .

Ora, pura gue o lado diveifo iguale-se av lado esquerdo di equagio anferior
ert termus expeclacionals — isto ¢, para que Ly} ~: BoL (ye) - € necessdrio
que E{vy) = D{u) = Ocque f = 1/6 Portanfo, se 6 = 0,1, € forgose
esperar que 5 = 10. Estatisticamenic, espera-se iee o valor estimado, corrigimdo
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pare endogeneidade, seja oo redor de 10 para o cocficiente . A seguir, veja 0s
resullados. Primeiro, estimanda o medelo simplesniente por mifninos quadrados
prdindrios, obtén-se:

yr = 0,206 -+ 1.
{1,103}

Observe que a wnagnttude do wids & bastante elevada. Porém, pode-se corrigiv
o probieme wsando varidoel instewmental. Uina varidoel instramental natural
prara esse exemiplo simnlado é yy q, pois

cov {xp, y-1) = cov {Syr -+ vy, y1)
= deov (Prye.1 e i-g)
=dpvar(y,. ) # (0.
Por outre Indo:
cov (i, 1-1) = cov {4 — fre,yi-1)
/_Aﬁ_\
= OOV (j,f; - Bd oy By 1)
——
=1

= -fcovivLy_) =10

Estimando por GMM e usando como variduel instrimental vy _y:

yr = 10, 154x; + ;.
’ 14,275)

Hi oufro candidato a tnstrianeitfo tambén, que 6 xy 4, pois:
cov {(xp, 3 1) —cov {8y | v, dyy Ly )

i 87 cov (@yr 1 +en i)

=Fpvarly_ ) #G e

cov (1, xp 1) = cov{y ~ Bxe, x_1)

=0
e,
L COV (yr - B8y — B, Xf_])
——
1

= —JBCO\-’.(LH_.I;_” == )

Usando como instrimento x,_q, o restdlade nido ¢ satisfatirio, pois o
cacficiente estd longe do que deverin ser e udo é significante:

I = 5, ‘L[JSJ{; -} !?;,
(5,230
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Nio obstante, o exemplo motiva ¢ gue segue, pois nada inpede de usar os
5

dofs instrumentos para estimar p.

Outra forma natural de extensio do modelo é a possibilidade de existir mais
de uma variavel correlacionada com x;, porém independente de €. I’ara fins de
exposicao, suponha existirern as variaveis z; e m;. Nesse caso, as condigdes de
momento seriam:

g ()
c e |
ZiE} 0

De novo, a idéia é obter as médias amostrais, usando essas variaveis instru-

mentais:

;
Yoz ly o Brx) =0;
Pl

T
Znn (yr — 1} =0.

t=1

Q problema evidente aqui é a existéncia de duas equagdes e apenas uma
incognita, o seja, hd duas condigoes de momento para estimar apenas um para-
metro. Esse exemplo simples mostra o problema geral do método de momentos,
que é a possibilidade de existir mais momentos que 0s pardmetros a serem
estimados. Nesse caso, mais uma vez, Hansen (1982) trata dessa possibilidade
da seguinte forma: ele propde ponderar cada um dos momentos de modo a obter
0s paradmetros que minimizam uma fungao quadratica. Em outras palavras, ante
a existéncia de mais momentos que parimetros a serem estimados, o sisterna de
equacdes fica sobreidentificado. Nessas condicdes, a idéia é ponderar cada um
dos momentos de uma determinada maneira e encontrar um fungao quadratica
que possa ser minimizada. E nuais ou mernios a idéia da estinagio de minitmos quadrades,
porém no caso dos momentos é a matriz de covarifincia dos moneittos que serve
como ponderador, em vez de ser a malriz de variancia dos pardmetros. A
ponderagio tem uma intuigao simples: 0s momentos de maior varidncia deveriio
ser aqueles a receber menor peso. Lsso ocorrerd naturalmente se tomar o inverso
da matriz. de covariancia dos momentos a ser definida oportunamente.

Formalmente, a idéia é encontrar uma matriz W, simétrica e positiva semide-

finida de forma a minimizar:

fHIEY

E ( W€ ZiE} )W
ZtCy
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Em termos de médias amostrais, significa:

T .
min{ Y (g — By D ozilyr o Pax W Lf‘_' ey pr)
i ( Liam (e - o) gzl i) ) ST my Puxo)

Supondo quée W seja a matriz identidade, significando que os momentos tém

igual pesa, o problema é encontrar § de forma a minimizarr:

T
; , _— Lo (i — Buxr)
min ( Yoy = Bixey Loz (g - Bix) ) 0 1 =
i bl t=1 ) Lo (e - Bixe)
1=

T
- T Z He (i - Brxy)
< > min ( Yooy = Buxe) Lz Brx) ) f:_;,-l
ol Lz {y — Brxy)

B t=1
b=l
. 2 - 2
= nfl‘in Z My By | Zz, {170 - f1x¢)
=t t -1

Resolvendo essa minimizacio, ela resulta enu:

T _ o
B p L;- | YiX; (m,m}- + Z;.a),-)
j o= St
Vi L (mpj -1 zyzp)

Hansen (1982} explicita qual é a matriz ideal para W. Nas se¢des posteriores,
discute-se como encontrar essa matriz. Além disso, a contribuicio do autor nesse
caso foi desenvolver um teste para identificar se um delerminade momento
adicional ao modelo contribui para a estimag¢fio do pardmetro 5. Se o mo-
mento adicional ndo contribuir, rejeita-se a hipotese nula, significando que a

varidvel instrumental adicional ao modelo esta correlacionada com o erro.

Exemplo 5.2
Continuando o exeniplo anlerior, nias usando ¥y ¢y ) como nstromentos,
oblém-se:

yr = 10,049, + 0.
(4,218

Note a mellora de precisio e de varitincia do coeficiente estinmdo em velagio

e (.’.1'{.’?}{}_?{{) aderior.
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As proximas segles aprofundam o estudo do GMM, usando como referéncias
Hall (2005}, Hamilton {1994), Cochrane (2005) e as notas de aula de Sheppard
{2006). Pretende-se mostrar, em particular, que o método GMM permite eliminar
hipéteses bastante fortes a respeito da distribuicdo dos erros, ao mesmo tempo
que pode ser aplicado em uma familia enorme de problemas econdmicos. De
fato, um dos grandes atrativos do GMM ¢ a total inexisténcia de hipoteses
sobre a distribuicdo dos erros. Em contrapartida, trata-se de um método cujo
desempenho em pequenas amostras é bastante deficiente.

5.2
Especificacdo

Esta secdo formaliza a especificagio do GMM em termos de seus momentos
populacionais e sua contrapartida amostral. Para isso, consiclere inicialmente a
seguinte definigao:

Definicdo 5.1 (Condigin de Monenio P:)pnfncimrm’) Scjant wy wm velor de rid-
veis alentdrins, Bg wm vetor de pardmetros k x 1e g () um vefor m % 1 e fungoes
reais. A condicdo de momento populacional & definidn come:

E [g (wy, 8)] = 0.
A contrapartida amostral dessa condigio de momento € imediata ¢ corresponde a:

o7 (w,8) = Z_PILJ(E”’G_)
Note que g7 (w, 8) representa a condigdo de momento ¢ deve ser comparada
a E [g (wy, 0y}]. Observe ainda que o subscrito ¢ inexiste na condicao de momento
amostral.
O estimador GMM é definido como o valor de 8 que resolve o seguinte
problema:
minjr (8) = gr{w,8) Wrgr (w,6)

ASMM — argminfy (0),

v
em que Wy é uma matriz st x m positiva semidefinida. Essa matriz deve conver-
gir em probabilidade para uma matriz detinida e poderd depender dos dados.
Naturalmente o nimero de momentos, ni, deve ser maior que o NIMero
de parémetros, k, sob pena de ndo ser possivel estimar o maodela. De fato, a
especificagdo do GMM pode ser:

» subidentificada, isto é, m < k;
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e identificada, isto &, m = k;

+ sobreidentificada, isto é, m = k.

5.3
Estimacao

Em principio, pode-se diferenciar Jr com relagdo a 8, para encontrar a solugdo do
problema. Assim, as condi¢des de primeira ordem sior

26t {w,0) Wrgy (w,8) =0,

em que a matriz Gy (w, @), de dimensao m x k, é o jacobiano das condicdes de
momento tormadas com respeito a &:

Gy (w,0) =T ! i 9g (101, 6)
= o

As condigdes de primeira ordem sdo obtidas com relagio a fungdes que
podem ser muito nao-lineares. Logo, o problema pode ndo Ler solucao analitica
e precisar de métodos numéricos para ser resolvido. Além disso, é preciso ter
cuidado para obter uma solugdo que represente o minimo global, o que pode ser
computacionalmente dificil.

A matriz Wr é uma parte importante deo problema de otimizagao, sobretudo
quando m > k. A questido fundamental é: qual a matriz ideal de pesos? Pode-se
mostrar que a matriz ideal de pesos ¢ Wy = 57}, em que:

i |
S = ]ll_l:l;o\f’ﬂl' (ng';' (H’Tf HU)) .

A matriz 5 representa a covariancia de longo prazo dos momentos. A intuigdo
para o resultado ja foi mencionada e € repetida por conveniéncia. Momentos de
varidncia maior devem ter um peso menor. Isso ¢ obtido invertendo-se a matriz
de covaridncia dos momentos.

Para obter essa covaridncia, € preciso usar o pardmetro @y, que € normalmente
desconhecido. De modo que, para resolver o problema, serd preciso, pois, usar
algum método de estimagio de multiplos estdgios. No primeiro estdgio, impde-se
algtim Wy, O pardmetro entdo resultante, f; pode ser usado para calcular a matriz
de covariancia, f;-i, e assim sticessivamente. £ comum impor inicialmente a matriz
identidade, I,,.

Admitindo-se que se usa um método de estimagdo consistente para S, ha

trés métodos de estimagiio principais para o GMM. O primeiro é o método
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a dois estigios, em que sc impde a matriz identidade ne primeiro passo e,
no passo seguinte, encontram-se os parametros do modelo. O segundo ¢ o
método seqiiencial, que ¢ uma repeticdo do método a dois estagios, em que cada
novo vetor de pardmetros ¢ usado para estimar a nova matriz de covariancia.
Finalmente, o dltimo método importante é aquele de atualizagdo continua dos
parametros, em que a matriz de covariancia ¢ simultaneamente cstimada com o
vetor de pardmetros. A seguir, discutem-se alguns detalhes de cada método.

No método a dois estégios, impoe-se no primeiro passo a malriz identidade
para Wy e encontra-se o vetor de pardmetros {,, de forma a resolver:

Gr(w, 8Y g7 (10,8) = 0.

Desse resultado e na auséncia de momentos autocorrelacionados, eslima-se

r

§ r00y) = Ta sl g e d)

’

a ser utilizado no segundo estagio.

Exemplo 5.3
No exemplo da secfio anterior, encontrou-se:

-
3 - Ty g ynxg (monty + 21z
i

= —= T - )
i IR IRY (prram 2,2;)

Stponddo que os wonentos nio sdo awtocorrelacionados, @ matriz de cova-

ridncia pode ser obtida colculando-se:

. R T —Bx R \
§{w,pr) = 71 ?_:] r;:: ((j:;r i é:;:)) ( me (v — i)z (g — Brxi) )

=71 i (g (e ﬁa-l‘r)]z (v - 31-‘\?)2 Zie
= o -
i= (yr — 1) zemy [2¢ (yr - ﬂ]-‘fr)}z

O método de estimacio seqilencial é uma repeticio do método de estimagioa
dois estagios, objetivando encontrar os parametros do modelo. A iteragao encerra-
se quando:

max I(j; - Q\f_[| < £,
em (_l'l_lC
{ representa o nimero de iteragdes;
¢ representa o critério de convergéncia, por exemplo, € < 107,
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E importante mencionar que o procedimento seqgiiencial tende a ter melho-
res propriedades de pequenas amostras do que o modelo a dois estdgios, ndo
obstante ambos sejam assintoticamente equivalentes.

Nota 5.1 £ posstvel fixar o nimero mdximo de iferagdes, haja vista que, se o
estimador a dois estigins ¢ consistente, o método seqiiencial também o serd. Nesse
By —B1_1| < e s < Jopax, 01

sentido, o critério de encerramento fica sendo max
gimax’ 5e 18}- - Gf —]I > e .

FEIGNY, max

N critério de alualizagho continua, o modelo encontra 8, que satisfaz
minfr (8) = g7 (w,8) $7' (10,6) gy (w,8).
¢

Logo, trata-se de uma forma muito mais coinplicada de estimacéo, até porque
as condigbes de primeira ordem sdo bem diferentes das condigtes de primeira
ordem do problema anterior. Se o estimador converge, trata-se do método cu-
jas propricdades de pequenas amostras sdo bem melhores que as anteriores.
Sheppard {2006} sugere usar o estimador seqilencial para encontrar os valores
iniciais da fungiio a ser minimizada e depois utilizar o estimador de atualizagio
continua. Do contrdrio, ndo serd incomum encontrar Wy bem grande, o que
fard com que a fr seja pequena, por meio da mairiz de ponderagio e nio pela
redugic de gr a zero. Além disso, os pardmetros obtidos quando isso ocorre
sdo inconsistentes.

5.4
Propriedades do Estimador

Fundamentalmente, o GMM ¢ um estimador consistenle e assintoticamente nor-
mal se g (7, @) sdo ergodicos e possuem poucos momentos. Se 1sso ocorre, entio
sao necessdrias algumas condiches téenicas adicionais para que as estimnativas
tenhain sentido.

Outras condicdes sao as seguintes, Como jd mencionado, a matriz Wr deve
ser positiva definida para que [y tenha minimo tinico.  preciso também que
o sistema scja identificado. Ocorre que a identificacdo é problemadtica, pois ha
modelos razodveis que admitem vérios resullados (veja capftulo 3 de Hall, 2005,
para mais detathes). Para obter identificagaco, serd necessario que o posto de Gy,
quando avaliado em 6y, seja igual ao ndmero de pardmetros do modelo.

O estimador GMM serd consistente para qualquer escolha da matriz de
ponderagiio Wr. Isto é, dada qualquer matriz positiva definida Wy, entéo:

g-a, %0
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O estimador é consistente para qualquer matriz Wy porque os momentos
popitlacionais sae nulos em um tnico ponto, justamente aquele em que J(0) é
minimizada.

Quanto a normalidade do estimador, a covanancia vai depender da forma
de estimagdo dos pardmetros, que, por sua vez, dependem de como se determina
Wr. Se Wy 6 eficiente, isto &, se Wy = '$~1 entiic o estimador é assintoticamente
normal com matriz de covaridncia expressa de forma matematicamente simples?:

VT{-8) 5N (0, (G’S'lc)_l).

Se a matriz Wy nio for eficiente, a expressdo da covariancia do estimador

torna-se mais complicada:
VT (8-8) % N (0, (GWG) ™ G'WSWG (G'WG) .

Uma substituicdo simples mostra que, se W = $-1, a formula mais compli-
cada reduz-se a anterior.

O que se pode dizer a respeito das condigbes de momento do modelo? Se
Wy é eficiente, os momentos serdo também assintoticamente normais, conforme
a seguinte representagao:

VIWigr (w.8) 4 N (0,1, - WG (GWG) T G'wh).

De onde vem essa matriz de covariancia complicada? Se o vetor de pa-

rametros populacionais fosse conhecido, a expressao w,ﬁng (w, 9] seria assin-
toticamente normal com variincia unildria. Essa variancia é representada pela
matriz 1. O termo seguinle da matriz de covaridncia resulta da necessidade
de se estimar um vetor de parametros desconhecidos. Conseqiientemente, cada
pardmetro estimado resulta na perda de um grau de liberdade; logo, se se
estimam k pardmetros, o nimero de graus de liberdade da matriz de covariancia
(ou posto) sera de #1 — k. Em particular, suponha um modelo em que m = k, isto
é, o modelo é exatamente identificado, tal que g (w, 8) = 0. Nesse caso, fazendo
Wy = [ e G = X, a covaridncia serd dada por:

JII\:m - X (X’X)_.l XI;

t Observe que G € uma matriz i x k. Logo, a dimensio de G870 serd & x k, em que k é a dimensiio
do vetor de parimetres.
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que € uma matriz idempotente conhecida da regressio linear que projeta os erros
de estimacio (dos momentos).

Se, por outro lado, a escolha de Wy é 6tima, entao W = 51, de modo que,
substituinde essa matriz na covaridncia, resulta que a covaridncia de g7 é:

var(§r) =S — G (G’S‘IG)_I G,

Para ver isso, note que:

1

W,;if L [;;2-;- (w,8) ¢ (w, (?)’] Wl

=
sk}
—
AT
=
tas
—
“Q»
—
S
I

Ln = WAG (C'WG) ' G'wh.

Substituindo W por § I

1

S7TIE gr (w.0) g (0. 8) ] S7E =1, - 5 b (¢'s7'c) Tost

9 s - . . - |

Pré e pds-multiplicando a expressdo em ambos as lados por 52, o resultado
sC segue.

Se W nio € escolhido de forma eficiente, entiio a distribuicao das condicses

de momento fica:

1 .
VW o (w,0) £ N (0, NWESWEN'Y
emque N =1, WIG(G'WG) G'W3,

55
Estimando a Autocovariancia

Para inferéncia, € necessario calcular a varidncia de longo prazo. Em um modelo
univariado, isso significa somar 0s termos de autocovariancia de uma varidvel

aleatoria, isto ¢, calcular a expressio:

.0 EZ}‘_UI Wy
= -

e =

Entretanto, no caso multivariado, em que hd, por exemplo, seqiiéncias de
virios momentos distintos, a aulocovariancia niao é simétrica. Para ver esse fato,
defina a funcao de autocovaridncia cruzada entre duas variaveis aleatérias, yex,
COI0O:

Yoy} = F [(-\'! < Jte) (b’r--;‘ - .“_'!)] J=012,...
Yx (j)=E [(.‘;’! - -”_l_f) (v"r i .”r)] SJ=0,1,2,0
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Pode-se moslrar que:

Yau )= Fux (-1)-
A Runcio de correlagio cruvada pode ser definida como:

Py {f) = rll\{),} =0, £1, 4:2,...

i Ty

Nota 5.2 Em geral, pyy (f) # puy (—)); logo. a fungio de correlagfio cruzada nio
§ necesspriamente simétrica ao redor de j = 0. Para ver isso, cousidere a fornm de
estimagiio de vy (j) 2 vyx (f), sendo, por simplicidade, jtx = py = 0

o EE: 1 Xel—j EL' 1Xeiipe
Fay () = =t A = = A ()

E preciso convencer-se de que os dados para calcular o expressdo da direita diferem
dagueles usados para calcular a expressio da esquerdn. Logo, apenas por sorfe o
autocovaridncia serd simétvica.

Com essa nocdo em menle, pode-se definir a fungdo de autocovaridncia
multivariada como:

- (g:a’?-f')’

em que se denota

RN
i

gr : 1’“3 {?EJ!’{?) )

Ou seja, tomam-se as momaentos cenlrados em sua média para evilar a incon-
sistdéncia do estimador, caso a condicao de momento p{')pulnc:ional nao seja valida,
isto &, caso £ g (wor, )] # 0. O problema de adotar esse procedimento ocurrer
quando a condigio de momento for valida, pois, nessas circunstncias, expurgar
a média reduz a variagio dos momentos ¢, assim, & matriz de covarianaia.

A conlraparte amostral dessa autocovariincia pode ser eslimada por:

. ) _}.‘|.|‘\7!H;...}i
J|' - ,J- N
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Para calcular §, segue-se Hall (2005). Por conveniéncia, repete-se a defini-
cao de S:

----- llm var (ngr (0, 60))

T—a

= Ihm E [T'"% ig: - B (T"‘? ig;)} x [T'"% igr ~E (T'_% i&’f)}
- =1 t=1 =1 1=1
T i
jli_]_:lgoE{T_] ( ler —E(gf)]) (LL - E( 3-‘)])}
- t=1
T

] :

T

hm 1 L E{lgt—Ef(gllgs — L (gs)1'} -

f=1s5=1

A Qltima expressdo pode ser mais bemn visualizada imaginando-se uma
matriz T x T, em que é necessdrio somar todos 0s seus termos. Uma forma de
fazer isso é somando seus termos diagonais. Na diagonal principal, somam-se:

B!

E{lge —E(g)l g~ E@)l'} = Ty
=1

Nas duas diagonais adjacentes a principal, somam-se:

-
;E{L‘{r —E(gn)][gr-1 ~ Efge—1))'}
+ZE{§§; v Egon)ig - Eg) = (T -1y (T + 1Y)

Seguindo a mesma lGgica para as diagonais seguintes, tem-se, para a diagonal
que dista j linhas e colunas da principal:

i E {[8: ~ E(g1)] [Sf—j -~ E (8!—;‘)]!}

f=ft1
T

+ Y E{[sn;-E (8:--;‘” g —E{gnl'} =(T -1 (f;' + F}) -

boj+1

Conseqlientemente,

s-ros i [F (T0) (601 = 101
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A contraparte amostral da autocovaridncia multivariada é dada por:

T

$=ry+Y) (i"f- + r;) .

f=1

Fsse ostimador dificilmente serd simétrico ¢, portanto, positivo definido.
Além disso, é impossivel estimar todas as autocovaridncias, particularmente
quando j estiver proximo de T. Se fossem estimadas, a variancia da estimativa
seria elevada em razio do nimero de observagdes baixo e da perda dos graus de
liberdade. Logo, é preciso introduzir estrutura sobre ele.

Se ndo houver autocorrelacio dos momentos, pode-se simplesmente calcular

a seguinte cstimativa consistente:

- Yoo 8 (wr,8) g (wr, 8)

Se houver autocorrelacdo dos momentos, pode-se usar o estimador de cova-
ridncia de Newey-West, o qual assegura que a matriz de covaridncia de longo
prazo seja positiva definida. O estimador de Newey-West pondera a covariancia
amostral de tal modo que covariancias mais distantes do presente tém peso nulo.
Para caleular a covariancia amostral, & necessario definir a fungdo peso e janela
(ou defasagem) méxima de autocovariancia, M. A definigdo dessa janela depende
do problema em tela, porém os pacotes econométricos sugerem automaticamente
o valor 6timo dessa janela. Por exemplo, o niimero de defasagens proporcional
a T% minimiza o erro quadritico médio assintotico do estimador da covaridncia,

cuja férmula é, usando a fungdo peso de Bartlett:

Outra possibilidade para calcular a matriz de covaridncia de longo prazo é
usando a densidade auto-regressiva espectral. Isto &, se as condigdes de momento
seguem um AR {p), pode-se estimar:

g /’1]“.{;._] |- 142“5’; IR S /\},‘Qf -y + ¢y,

em que

€ é um vetor mi x 1;

A; sdo mairizes m % il
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Uma forma de escolher a defasagem p ¢ usando o critério de informacéo BiC.
Se o modelo estiver correto, a covaridncia amostral de ¢; serd dada por:

T -y

5 ):t:p—l-l EtEy
S50 = ——— .
T—p

Dessa forma, a covariancia de longo prazo pode ser obtida por:

SR (1 Ay—Ag— AN S (U — A~ A - - AT

O estimador espectral da varifincia necessita de menos pardmetros para ser
estimado, comparado ao estimador de Newey-West,

E possivel combinar o estimador de covaridncia de Newey-West com o
estimador espectral. Tal procedimento foi batizado como “pré-branqueamento
seguido de “coloragdo”. O procedimento supe que os momentos tenham um

"

alto grau de persisténcia, de forma que algumas defasagens auto-regressivas
possam represeniar essa persisténcia. Como permanece alguma persisténcia nos
dados, o estimador de Newey-West pode ser acionado para fazer esse ajuste
fino e estimar consislentemente a covaridncia dos residuos. O procedimento &
interessante porque a quantidacde de pardmetros a ser estimada permanece baixa.

Para visualizar ¢ procedimento, suponha que os momentos sigam um pro-
cesso auto-regressive de ordem p:

p
& = Z Ai'g;...;' + €.

Inicialmente, obtenha a covartdncia dos residuocs usando Newey-West:

em que

A matriz de covariancia de longoe prazo combina os dois resultados:

1 -1t
i . v
SPWRC = 1Y A SMWIi-3 A
i1 i=1

O Eviews faz o “pré-branqueamento” sob a suposigdo de p = 1. Mesmo
que p > 1, em principio essa imprecisdo néo teria problema, pois a matriz de
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covaridncia ajustada pelos residuos é consistentemente estimada. Para selecionar
o namero de defasagens, o Eviews usa trés métodos. No primeiro, a janela é
fixada pelo usudrio ou pelo critério de Newey-West:

M=1i 4 T :
=int, (ﬁ)

Os outros dois métodos de escolha dependem de a fungfo de ponderagao ser
de Bartlett ou quadritica:

nt [l, 1447 (« (1) T)?‘] , para Bartlett;
M =
int [1,3221 (e {2) T)%] , para quadrética.

Para selecionar M, pode-se agora usar o critério de Andrews e a varidvel
de Newey-West, que variam a respeito da forma como calculam a (1) ¢ &{2).
O método de Andrews é paramétrico e faz a hipStese de que 0s momentos
amostrais seguem um AR (1). O método de Newey-West € nao paramétrico e
baseado no calculo da matriz de covariancia ponderada pela funcdo de Bartlett
ou quadratica.

Neste ponto, € importante lembrar que o estimador com atualizagdo continua
usa a teoria desenvolvida nesta secio para especificar a matriz S (w, £):

M

5 (w,0) = Tor (6) + L wjr (Tyr (6 + T (8)).
j=1

Lion 8681

Fir(8) T

O estimador de atualizagio continua, além das propriedades desejdveis de
pequenas amostras, é importante porque torna o GMM invariante a alteracdes
na curvatura da funcio momento. Isso ocorre porque tal alteraqio afeta simulta-
neamente a fungic momento e a matriz de covaridncia, 8, justamente porque ¢
dependente dos pardmetros do modelo.

5.6
Casos Especiais do GMM

Esta secdo segue em detalhes Sheppard (2006}. O objetivo & mostrar alguns casos
especiais do GMM e a conexé@o entre GMM e os méfodos de estimagao mais
conhecidos,

O autor analisa as diversas classes de estimadores em econometria, definindo
trés classes distintas: os M-estimadores (pelo mdximo), os R-estimadores (pelo
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posto) e us L-estimadores {por combinacdes lineares). Os estimadores de méxima
verossimilhanga, minimos quadrados ordinarios e GMM, sdo da primeira classe.

O GMM engloba todos os M-estimadores exceto aqueles baseados na distan-
cia minima cldssica — CMD. A idéia é minimizar a distdncia entre o vetor final
de pardmetros em relagéio ao vetor inicial de pardmetros. A particularidade inte-
ressante desse método é que o vetor final de pardmetros em geral possui menos
componentes que o vetor inicial. Esse tipo de estimagdo era interessante quando
era dificil estimar modelos ndo-lineares. Entretanto, o desenvolvimento computa-
cional mais recente tornou desnecessério partir para essa linha de ataque.

Ocorre que 0 GMM reina absoluto entre as classes dos M-estimadores, com
exceqdo ao CMD, como apontado. De fato, nos primérdios, o GMM era usado
para estimar 0s momentos de uma distribuigdo. Por exemplo, uma distribui¢do
normal de dados enseja a estimacdo da média e varidncia:

§o= _ZLllff_ o — Liey (v - m’
T 7 T '

A condigdo de momento é dada por:

Z;rxl Yt 2
T TH = T—] Z?:l €t .
rL 1(ﬂ -, Lio (67 - %)

gr (w,8) =

Se os dados sdo idéntica e independentemente distribuidos, a matriz S pode
ser estimada consistenterente por:

|95
I
||
"'-]
1=
|
ﬂ‘b
il o |
| >
3,
e — |
| —
T
faaall ]
(L
3
P
[

E(S—E(S)) =
5-£(9) { -0 ]
Para estimar Gr (w, @) consistentemente, obtenha:

d (yr — ) 9 {yr — i)
R 7’ -’ o
Gr(w,6) =11 5
o2 Our?

~T 0 }:—b_.

=71
0 -T
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Consegiientemente:

G';‘S 3T = S.

>

Outro caso classico para o uso do GMM ¢ o de minimos quadrados ordindrios,
MQO. A idéia é usar a condigio de ortogonalidade entre erros e varidvels
explicativas para determinar as condiges de momento:

_ X'y - XB)
gr(w,8) = ===

em que
X é a matriz de varidveis explicativas T x k;

B é vetor de parametros k x 1;
iy € um veter de varidvels a serem explicadas T x 1.

A solugéo é conhecida:
B=(x'x)"" X'y

Se 0s dados provém de uma seqiiéncia de diferen¢a martingal estaciondria,

entdo pode-se estimar a matriz 5 consistentemente usando:

(G’S"lc)'lz.-. (_T"lx'x)’ T'-li@fx;x, (—T—]x'x)
:ixLSLYL

Fssa malriz ¢ conhecida como estimador robusto de covaridncia heterocedds-
tica de While.

O GMM também aninha os estimadores de maxima verossimilhanga, ML, e
quasi-mdxima verossimilhanca, QMLE. O QMLE € usado quando se desconhece
a distribuicio verdadeira dos dados. A consegjiiéncia de usar QMLE é a violagao
da igualdade da malriz de informacao, de modo a ser necessario calcular os
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erros-padrio robustos. As condigdes de momento do estimador de méxima
verossimilhanga sdo os escores da fungao de verossimilhanca, isto ¢, a primeira
derivada:

T
37 (w,8) = ¥ Vol (w0,
t=1

em que Vg representa o vetor gradiente da fungfo de verossimilhanca !(-, ).
Se 0s escores sdo seqliéncias de diferencas martingais, S pode ser estimada
naturalmente por:

T
S=T71Y Vol (w,8) (Yol (w, 0)) .
f=1

A matriz Gy é entdo obtida por meio da segunda derivada da funcao de
verossimilhanga:

.
Gy (w,§) =171 Y Vopl (w,8).

1=1

Nao ¢ dificil verificar que essas expressiics sao equivalentes as matrizes de
informagio da estimacdo por maxima verossimilhanca:

E($)=T"! i E Vol (we,8) (Vol {wy, 8)Y]

f=

1
=FE [VQHI (?Uf,g) (VH!! {w,,&))'] =17,

Além disso,

E[Gr(wé)] =T"1 f E (Vo (wr, 6))
t=1

= E[v‘gga’!‘ (E’Uf,@)‘ = _Lj‘?-

A covaridncia do GMM é dada por:

N A i—1

Gr (w,6)

G

Gr(w )y =0 '77°".

Se a igualdade da maltriz de informagdo é vélida, entdo 7 1= 7, de modo
que a expressio anterior simplifica para J 1, como no caso de mdxima verossi-
miikanca. Se, no entanto, trata-se de um caso de QMLE, entao ¢ preciso usar a
matriz de covariancia robusta para evitar problemas de tamanho dos testes.
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5.7
Testes Usando GNMM

O CMM minimiza uma funcao representando as condigbes de momentos devi-
damente ponderadas. Se essas condigdes de momentos estiverem corretas, vac
ter média 0. Isso conduz naturalmente a um teste de superidentificagdo usando o
valor minimizado da fungao. Trata-se do teste |, definido como:

| = Ter (w,8) S~gy (w,0) ~ Xﬁa—k'

Ou seja, 0 ndmero de graus de liberdade dessa fungdo ¢ o excesso de
momentos em relacio ao nimero de parametros estimados.
Equivalentemente, o teste | pode ser implementado usando:

j=TQr(#).

O que significa a rejeigio do teste de superidentificagio? A rejeicdo do teste
representa a existéncia de momentos que nido sdo estatisticamente iguais a zero,
ou seja, estd-se rejeitando o modele, pois a condicio de momento ndo é valida.
Outra interpretagio € a seguinte: se a inclusao de mais um momento ndo implica
a rejeicdo da nula, esse momento € vélido e contribui para estimar os pardmetros
do moedelo.?

Se ndo é possivel um estimador consistente para Wy, deve-se computar 0
teste usando a seguinte expressao:

W = Ter (w,8Y { {1,,, -G (G'WG)™ G’w]
S [I,,, ~G(c'We) ' G| }_1 o7 (w,6),

que decorre da normalidade assintotica das condigdes de momento estimadas,

O GMM permite testes ndo-lineares sobre 0s parémetros. Para isso, defina
o vetor g x 1 de fungdes reais R(#). A hipotese nula do teste & R{8} = 0.
Pode-se usar o método delta para determinar a distribuigdo dessa funcéo, desde
que a fungio R(') seja continuamente diferencidvel em 6 e T2 (6 - 8) seja
assintoticamente normal. Para fins de esclarecimento, define-se o método delta

a seguir.

Ha casos de modelos com indmeros momentos possiveis, Quantos momentos usar? A resposta ndo é
facil. Mas, ¢ preciso entender que momentos redundantes podem comprometer as propriedades do
estimador. Assim, para pequenas amostrag, com 80 a 100t observagdes, Hall (2005) recomenda de 2 a
5 momentos a mais que o ndmero de pardmetros.
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— el e A ; . o
Definicéio 5.2 Scja T2 (§ —6y) > N (0,Z), em que T é a matriz de covaridncia
positiva defintidn ¢ A represenla convergéncin assintotica em distribuicio. Se R (8) :
RE — WY for continuamente diferencidvel em 9, conr g < k, entdo:

TR (0) - R (o)) 2 v (0, 005 (K (f’ﬂl)') .

oy’ o8’
Q teste de Wald podce ser calculade usando a formula:

W=Tx [R (6’ ]djzg?“)L (dfé}j{‘)) J IR (9)] :

Nota 5.3 O feste de Wald niio é padrdo quando o poslo do jacobiano assumir
nuiltiplos valores, conforme o teste que se queira fozer. Por exemplo: suponha Hy
6182 = 0. Nesse caso, podem ocorrer trés possibilidades: ) = 3 ey # 0, 8 # e
b2 = 0ou ty = 6, = 0. Nos dois primeiros casos, o posto do jacobiano

OR (8) _ { 6,

35 0, } é 1. Mas, ne wltimo, nio é.

Dadas essas preliminares, considere que os pardmetros estimados tém a
seguinte distribuico:

A R |
TH(G - 8) SN (o, (¢'s7'c) ) .
No caso de uma restricéo linear Hy : R — g = 0, o teste é idéntico ao caso de
minimos quadrados ordindrios:
1

N -1 -
Wald = T (R6 — ¢)' [R (G’S“G) R’} (RG—q) 2 X2,

em que o postode R é 4.
No caso de restrigdes ndo-lineares, pode-se usar 0 método delta. Na hipdtese
de se estimar W de forma ineficiente, sabe-se que:

T4 (8- 80) N (0,(GWG) ' GWswe (G'wa) ),

de modo que
N P A

Wald =T (RO —q)' V"' (RE-q) 5 )2,

em que
V = R(G'WG) ™' G'WSWG (G'WG) ™' R".
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O teste de razao de verossimilhanga, LR, também ¢ valido, Considere # o

pardmetro nao restrito e 0 a solugdo de

eUMM L arg minQ)y (#)
o

sujeito a Ret - g =10,

em que Qp = gr{w8) 55 g1 (1,8}, sendo 55 uma estimativa da covariincia
das condicdes de momento sob a hipotese nao restrita. A estatistica, entdo, €

obtida por:
- e ) A2
LR =T | gr (w, (J) S; 87 (w, U) — gy (w,8) Sy 8r (ww,8) ) = Xq-

Note que a malriz de covaridncia deve ser estimada sob a hipotese de
pardmelros ndo restritos e deve sor a mesma para antbos os modelos.
O teste de multiplicador de Lagrange, LM, ¢ obtido resolvendo:

GOMM — arp minQr (8) - AT (RO~ q).
v

A eslatistica é dificil de derivar, mas resulta enu
oy -1 ;
LM =Tgr (-m,s) siG(as lc) 35 gr (w0,0) 2 X2

O LM é vantajoso quanclo a nula é mais lacil de estimar do que a alternativa,

ja que se uitiliza apenas dos paradmelros estimados sob a hipétese nuta.

5.8
Aprecamento de Ativos

Esta secio diseute um problema prdtico importante em economia, Trata-se da esti-
macio de modelos de aprecamento intertemporais. Como o GMM & diretamente
aplicdvel a esscs problemas ¢ fol inicialmente apresentado usando um maodelo
de equilibrio geral estocdstico de aprecamento de ativos, irata-se de um caso
interessante para aprofundar as idéias do GMM e mostrar um modelo imediato
decarrente de expectativas racionais,

Considere um agente representativo que maximiza sua utilidade ao longo
do tempo. Em particular, ¢ sem perda de generalidade, considere um agente que
vive dois perfodos ¢ maximiza a seguinte utilidade®:

+ Vega Cochrane (2005) para Jdetalhes.
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n{nra}xu (ce) -+ BE¢ [ {€r11)),
f

em que

¢t é o consumo do individuo no periodo f;

0 < $ < 16 a taxa de desconto subjetiva por adiar o consumo, representando
o valor do future para o individuo. O individuo serd mais impaciente a medida
que essa taxa for menor;

Ey é o operador esperanga condicional as informacoes até t.

A maximizacdo do agente ests sujeita A sua restri¢io orcamentaria, que é
dada pelas seguintes equagdes:

T
=W — ) Pt
j=1

I
Crit = Wigq + Zl’j,mfi;',n
=1

em que

w; € a dotagdo do individue no periodo f. Pode-se pensar nisso como o
consumo original sem a compra de ativo;

Pt € 0 preco do ativo j no periodo ¢;

g;,; € quantidade do ativo j adquirida no periodo ¢;

Xj¢ € o preco do ativo j comprado em ¢ — 1. Por exemplo, podera ser o preco
da agao no periodo seguinte.

O modelo gera o seguinte resultado de interesse mais diretamente:

Pii = £ (mr-;-lxj,f-}-1 ) P

em que fitpy = fBu’ (c;41) /1’ (1)) € o fator estocdstico de desconto ou price
kernel.

Trata-se, de fato, de uma taxa de desconto, que muda conforme os estados da
natureza se revelem. Se nio se sabe ¢ que acontecerd amanhd, podem-se adotar
cendrios. Para cada cendrio, hd uma taxa de desconto dos fluxos futuros. Essa taxa
de desconto é representada por i,

Podem-se dividir ambos os lados da equagdo anterior por p; para obter a
equaglo fundamental de apregamento:

1= Ei (49 Ries1) .

em que R;p1 = Xj4q /pj; € o retorno brute (discreto) futuro obtido pela compra
do ativo j.
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A equacio anterior estd dizendo, em palavras: se o fator estocastico de
desconto exerce bem a sua fungao de desconlar os retornos brutos corretamente,
entdo, em média, 0s retornos doscontados dos diversos ativos vio ser iguais a 1.

Exemplo 5.4
Apregamento de atfoos cont dados b rsileiros

Issler e Piqueira (2002) usam o wiélodo generalizado dos momentos com
dudos brasileiros ¢ estimam os pardmetros estruturais do modelo CCAPM
{consumption capital asset pricing model) por iieio de trés classes de fungaes
wtilidade distintas: fungdo utilidade poténcia (CRRA), utitidade com fuibifo
exferno e aversdo ag desapontamento (Kreps-Portens). Esses parfmelros os-
bruturais estdo associados @ aversdo ao risco, f elasticidade de substitnicdo
intertemporal wo consitmo ¢ & faxa de desconto jnfertemporal da utilidade futlura.

Neste exemplo sdo efetiadas as estimagdes do trabalho citmdo utilizando
wma amostra cont observacdes compreendendo o perfodo de 1968 4 2005, Os
dados utitizades sio o consunio das fawilias (c;), o Ibovespa (ibr) ¢ @ faxo de
jtros dadn pelo CDB (r,). Todos os dados forant extraidos do site do Ipea. As
estimacdes foram efetuadas wtilizando janela varidvel de Newey ¢ West (1994),
pré-branqueaniento e kernel quadratico.

CRRA: para esta especificagio, a equagio de Enler® fon a segutinte fora

oy
Ec\pi— (1+r0)] =1

Lt

Ciq o -
Ef rﬁ [‘— (1 + fb;_.;]) =1
-

ent que o valor de B & inlerpretado coimo a taxa de desconto intertemporal, 7y €
o coeficiente de aversdo relativa o risco. Por nieio desses pardmetros, pode-se
caleular o valor da elasticidade intertemporal de substituicdo do consumo dada
por i =1/.

A estimagio do sistema de equagdes de Ender foi vealizada ntilizando jniela
varidvel de Newey-West, Os resullados sfo apresentados a SEQITF, CNT 4le
indica significincia a 5%.

1. As estimatioas de b sdo proximas de 0, 9.

5 A equagdo de Buler é a equagdo resubtante das condicdes de primeira ordem do problema de
otinizagio.
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CRRA

i v Tx] ‘ Preb. Instrumentos

0,874 0,177 6,588 | 36,063% | constante, (o), (i), (ri—1)
(0.012) (0.149]

0,843% -0,065% 23,94 ¢ 2,073% | constante, (ci_1), (ci2), (ibi_1),

{0 0107} (0.001] (ibr2), (r11), (e 2)
0,862% —0,080% 1240,49 | 0,000% | constante, {c; 1), {cr-2), ({br_1). (ib_2),
oon oo (iby), {r1-1). (n-2), (11-3)

2. As estintativas de v apresentam resultados menos robustos. Tem-se uma
estimativa positiva, entre zero e um, mas nio significativa. Por outro
lado, quando os resultados séo significatives, o pariinetro apresenta va-
for negativo.

3. Foram wutilizadas 35 observacdes para a estimagdo do modelo, dado que
tinhamos 36 originalmente ¢ usamos 1 defasagem de cada varidvel como
instrionento. Entfio, para o cdlculy do teste [, foi utilizado um valor de T
igual a 35. Os graus de liberdade sio determinados por meto da subtracio
do mimero de momentos (igual ao minero de instriunentos multiplicado
pelo minero de equacdes estimadas) e o niiniere de pardmetros estimados.
Assint, para o primeiro sistenia, terenos 6 graus de Iiberdade (8 momentos
¢ 2 pardmelros), Com essas informagoes, infere-se que o prinieiro sisienta
estimado com apenas 1 defasagem de cada varifvel como instruniento nifo
é rejeitado pelo teste |, ou seja, nenhum dos instrinentos é correlacionado
cont 05 erros. Para o segundo sisteina, 1ude se rejeita a 5% e rejeita-se a 1%
a hipdtese de que nenhmm dos instruntentos & correlacionado coit 0s ervos.
Para ¢ terceiro sistema, rejeita-se a hipdtese de sobreidentificagfio.

Hdbito Externo: o sistema de equacdo de Euler para essa wodelagem é
representado a segitir:

Loy k=] “t
Ll g (;c_f_) (C’Q) (L+ibpq)| =1
Tho-1 [

Os pardmetros 3 e 7y possuem o mesinte significado contide no caso da fungdo
utilidade CRRA. A diferenca aqui é o pardmetro «. Ele niede a separabilidade do
consutito ent relacdo ao consumo passado na fungdo utilidade. Ou seja, permite o
existéncin de wm efeito positivo do consuino passado - entendido conio “dbite”
do consunidor — na funcio ulilidade instantiien do agente. Assing, impede-se
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Hiibito Extersto

J& ¥ K 'Fx]l Prob. [h:srrmm’ums

0,889* 0,047 —0,899 6,408 | 26,852% | constante, (ci 1), (iby 1) {Fr)
WA5E) (01837 (0,672) |

0,830 —0,264* —0,925 7,595 | 74,906% | constante, (c- ), {cy 2], (b y ).

([0,007) (0,041 i,062) (iby 2), (Fred ), (r1=2)

0,859 0, 159* —0,687% 11,356 | 72,607% | constmnbe, (o) (o 2h (b ), (iy2),
D015 (0,052 086 - L .

(D15 002 (0.086] (iby 3h{n -!Jr{"f—z)rlfr--ﬁ)

separabilidade da funcio wtilidade ¢ tenipo. Para que esse ¢feito seja corroborado,
é necessdrio giee © = 0. Os resultados das estimacdes sdo npresentados a seguir
e, como antes,” indica significincin a 5%.

Nenhuin dos sisteinas e equacdes de Enler fol rejeitado pelo tesie | das
restrigoes de solweidentificacdve - lembrando que, desta vez, féni-se, para o
primeivo modeln, 35 observagdes com 5 grans de liberdade. Os wvalores de f3
novamente apresentaran valor proxinio a 0,9. Em relagiio a7y, tem-se a mesii
situachio do caso muwterior: se o valor & positive, ndo é significativo, ¢ se for
significativo, é negutivo. Para o parfnetro «, ele sempre apresents vator negativo,
seido ndo significante ent apenas wma das estimogdes, Em resumo, a sttiuagdo é
parecida com a encontrada por Issler ¢ Piqueira (2002), ¢ vs resullados nio sdo
muttto (bl fvos.

Kreps-Porteus: essn modelagem permite a separaclio citbre 0 comporta-
mento obserodvel por causa da aversdo o risco e do atribuivel a substituicio
interternporal ~ uma das criticas no modelo com wkilidade CRRA. Sna estrutura

¢ apresentada a seguiv:

a f Gl te- 1) el :
£y 0pr | — ity (i) =1

1 - tp ) '
E, ﬁ(—”--) iby 1 —1} =0,

i Cro

1. Para essa especificngio, o cocficiente i possui a mesma inferprelagiio dada,
Para ealcular oy, & preciso wtilizar a formade y = | —w, enique iy = a/p.
E calcida-se o por ¢ = 1/(1 — p}. O desvio-padrio de 7 e p for obtide via
método detta.
Os resultados mostram quee o vodor estivado de 3 diminui para 0,60, As
estimativas de  foram significativamente diferentes de zero, evidenciando
alquma disposicdo dos agenles em alterar sew padrde de conswmo diatte
das variagdes na toxa de jiros, ou seja, alyunm substituicde Interfeniporal
1o consmo. Novamente foran estimados valores negativos para a laxa e
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aversiio ac risco. A estimacdo de newnhum sistema de equacio de Euler foi
rejeitada pelo teste de sobreidentificagdo, isto ¢, em nenlum dos casos os
instruntentos utilizados estavam correlacionados aos erros.

Kreps-Porteus

i 0 i b Tx] l Prob. [ Instrumentos

0,618 0,562 2,288 —0,346" 6,048 | 19,559% | constanle,

(0027)  (0107) (0315}  (0,105) (1) (iby-1)s (re1)
0,604 0,754 4,077*  -0,179* 7,735 | 65,470% | constanie,

(0ME) (0,082) (1,862) {0,022) (Ct—l }’ (f.l_.z); (fbf..[),

(ibr_2), (r1-1). (r1-2)

0,593 0,736 3,802 —0,025* 6,766 | 97,751% | constante, (¢;—1), (¢1—2). {ibi_1),

0012)  (0074)  (1,156) {0,012) (iby_a}, (ib_a), {r1-1),

(re—2}, (r1-3)
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Os modelos econdmicos em geral s3o expressos por meio de diversas va-
tidveis. Portanto, o uso de modelos univariados como visto alé o momento é
limitado para expressar modelos econdmicos. O velor auto-regressivo perinite
que se expressem modelos econdmicos completos e se estimem 05 pardmetros
desse modelo. B interessante observar que os modelos em VAR definent restrigoes
entre as equagies do modelo. Estudar essas restricdes ¢ usd-las para identifi-
car os parAmetros estruturais do VAR constitui um objetivo fundamental da
metodologia.

De modo geral, pode-se expressar um modelo auto-regressivo de ordem p
por um vetor com A varidveis endogenas, Xy, que estio conectadas entre si por

meio de uma mairiz A, conforme segue:

P
AXy = By + ) BiXp.i+ Bey, (11
i=1
e que
A é uma matriz r x i1 que define as resirighes contemporineas cutre as
varidveis que constituem o vetor i1 x 1, X¢;
By é um vetor de constantes # x 1
B; sdo matrizes i x iy,
B é uma matriz diagonal 1 x n de desvios-padrio;
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€ 6 um vetor n x 1 de perturbagtes aleatérias ndo correlacionadas entre si
contemporanea ou temporalmente, isto é:

€} ~ iid. (0; I”) .

A equagio (11) expressa as relagdes entre as variaveis enddgenas, freqticnte-
mente decorrentes de um modelo econdmico tegricamente estruturado, e por isso
chama-se forma estrutural. Os choques €; sdo denominados choques estruturais
porque afetam individualmente cada uma das variéveis endégenas. Os choques
estruturais sio considerados independentes entre si porque as inter-relagoes
entre um choque e outro sdo captadas indiretamente pela matriz A. Logo, a
independéncia dos choques dé-se sem perda de generalidade.

Por causa da endogeneidade das varidveis, esse modelo é normalmente
estimado em sua forma reduzida, isto €, eslima-se © seguinle modelo;

P
Xe=A"'Bo+ Y AB X, + AT Bey
i1

¥
- Do+ Y BXei e

i=1

em que
O;=AT'B;, i=0,1,...,p Be = Aep.

B conveniente visualizar melhor esse modelo por meio de um exemplo
bivariado de ordem 1, inspirado em Enders (2004). A partir dessa simplificagdo,
uma série de resultados intuitivos que valem para modelos de ordem maior pode
ser desenvolvida, facilitando o entendimento da metodologia. Considere, entdo,
o seguinte modelo bivariado:

Y = o — aizze 4 buye 1 oz +oyey

2t = bag — anye + by y -+ b2y g + 026zt

Trata-se de uma especificagio inicial bem razodvel, pela qual as varidveis
sio mutuamente influenciadas uma pela gutra, tanto contemporansamente cemo
pelos seus valores defasados. Esse modelo néo pode ser estimado diretamente, jd
que arnbas as variaveis contemporaneas z; e } Sao individualmente correlaciona-
das com ©s eIros €y DU €5, respectivaménte. Isso ocorre porque cada uma dessas
varidveis depende contemporaneamente da outra (efeito feedback). O objetivo
do VAR é desenvolver técnicas para evitar esse problema, visando-se encontrar
a trajetoria da varidvel de interesse ante um choque nesses erros, ou seja, um
choque estrutural.
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As hipoteses assumidas para esse maodelo sao;
a) y €z S&0 ambos estaciondrios;
b) ey ~ RB(0,1) eey ~ RB(0,1);

c) ey Lex = Cov (gt €2) = 0.
Nota 6.1 O gfeito feedback se sucede porque y; e z; afetant i ao outro.

O modelo apresentado esté na forma estrutural ¢ pode ser escrito em matrizes:

1 a |y | _ | b by b2 yi-v | 0 Eyt

ay; 1 z b by b Zi_y 0 o €zt
- St St

=A =X =8y =5 =5 €y

== AX; = By B X + Bey.

A forma reduzida desse modelo simplificado é:

Xy =Pg 4 D X1 + e (12)
@y =A"'By, ® = ATIBy;
Ae; =Bey.

A condicao de estabilidade é ter os autovalores de (f - & 1) fora do circulo
unitario. Observe que nessa especificagio nio existem problemas em se estimar o
VAR, j& que 0s erros transformadaos, ¢;, nio estdo correlacionados com os regresso-
res, Ao sao0 autocorrelacionados, mas sdo contemporaneamente correlacionados
entre si. De fato, € muito importante entender 0s erros compostos, &, para extrair
maneiras de identificar os parimetros adicionais que faltam, Observe que:

TyEyr — A120xCz¢

2y 4 1 —ap2an
= A7 'Bey =
21 €z — A1 Ty€yt
L aya0m,

Dessa forma, & facil perceber que:

Eie) =0;
2., .2 .2
Ty T _ f*zai’_ﬁ +a207
2 2 (1—iat )
U T2 (1 mafar) 22l
Cov (&) = L= ! 5 | = ) )
var 0y an vy + 720z g2 +ad o)

e

; 2
(]_ __..H.IZH.ZI)" [1--'1“3”21)
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Os erros ndo sdo autocorrelacionados, pois:

A Ti€irr_i1 — OO €msifi—i
Cov (eir; e;‘“_.”) = F ey — AT €L ikt =) i IL!_;} _y
1 — 72091 1= azay

i=y, 2z} 0;a=ay,a;~ representa negagao.

Assim, existe correlagdo contemporanea nos erros da regressdo da forma
reduzida. Mais tarde, esse fato serd usado para identificar os pardmetros do
modelo estrutural. De fato, ao estimar o modelo na forma reduzida, perdem-se
informagoes a tal ponto que, sem algumas hipéteses, normalmente decorrentes
da teoria econdmica, é impossivel identificar os parametros estruturais, ou seja, €
impossivel recuperar os pardmetros do modelo original.

Nota 6.2 A grande questio dos niodelos VAR € se, a partir da forma reduzida,
consegue-se recuperar as informagdes contidas na forma estrutural. '

Neste ponto, ¢ preciso deixar claro por que € necessdrio recuperar 0 pa-
rimetros estruturais. Somente por meio de modelos estruturais, corretamente
identificados, é possivel designar politicas econdmicas cujos resultados estaréo
em conformidade com o esperado, Do contrdric, apenas usando a forma re-
duzida, a imposi¢do de uma determinada politica poderd alterar a trajetoria
das variaveis em razdo das expectativas racionais. Isto é, a critica de Lucas se
aplica completamente ao modelo reduzido, exceto se forem impostas hipoteses
muito particulares.

Para ter uma idéia de como funciona um sistema de varidveis aleatorias,
simulou-se um VAR! estacionario na Figura 6.1. As séries superiores sdo posi-
tivamente correlacionadas porque especificarani-se ¢y = ¢z = 0,6 e 12 =
P21 = 0, 2. As séries inferiores 330 negativamente correlacionadas, pois alterou-se
o modelo anterior, fazendo ¢y = ¢y = -0, 2.

Se ambas as séries sio estacionarias, pode-se estimar o modelo normalmente.
Pordm, se as séries sdo ndo estaclondrias, alguns cuidados devem ser tomados e
sdo objeto de cuidadoso estudo nas proximas segoes,

E importante ter alguma intuigo sobre como se comportam as séries multi-
variadas nio estaciondrias. Nesse caso, as raizes da polinomial devem estar sobre
o cireulo unitario, de forma a mostrar um passeio aleatério das séries. As séries
podero ser individualmente independentes ou poderdo estar conectadas entre

' Assumindo ap = 0,8 ey = 0,2,
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si, como em um VAR, Assim, a Figura 6.2 mostra a simulagdo de um passeio
aleatorio com e sem drift. O caso com drift é evidenciado no conjunto superior.
O caso sem drift é evidenciado no conjunto inferior de séries. Para as séries ndo
estacionarias e sem drift, impuseram-se @ = 0; ¢1, = P =07edp =9 = 0,3.
Para as séries com drift, defimu-se o modelo anterior, porém alterou-se ¢y para
0,5. Nofe que basta uma das constantes ser diferente de zero para que ambas as

séries tenham um driff.

100 150 200 250 ano

Figura 6.1 VAR (1): séries superiores - eivo 4 dirvitn: Py = 0, @11 = ¢ = 0,6¢ ¢ =y =
(0, 2; séries infevivres: g = dn) = —0,2. A série pontithada: 2y,

— —l 40
30

50 100 450 200 250 300

Figura 6.2 VAR (1): sérics inferiores — eixo d esquerdt: @ = 0 ¢y = ¢n =07 ez =2 =
0,3; séries superiores: gy = 0,5. A série pontithada: zy.

O que se nota em ambas as figuras é que as sérics iy e z; movimentam-se con-
juntamente, mesmo 1na presenca de ratz unitdria. Quando isso acontece, estuda-se
O Caso que se Convencionol chamar cointegrag¢ao, a ser visto mais tarde.

Por enquanto, o estudo se concenira na discussao sobre o caso de varidvels
estaciondrias, porém deve-se mencionar que Sims (1980) e Sims, Stock e Watson
(1990} admitem a mistura de variaveis estaciondrias e néo estaclondrias em um
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modelo VAR, Argumentam que ¢ VAR ¢ uma metodologia fundamentalmente
interessada nas inter-rela¢bes entre as variavels. Logo, a forma correta de dimen-
slonar cssas inter-relacdes é por meio de um VAR completo, cujas variaveis sdo
tomadas no nivel, em vez de estacionarizd-las por diferengas como foi feito no
caso univariado. Trata-se de um ponto controverso e sujeite as necessidades da
pesquisa para se definic como proceder.

A generalizagdo do modelo para wn VAR de ordem p com varidveis exdgenas
¢ direta e feita por meio da seguinte representagac econométrica:

_U
Xi=®g+ ) OX,_j+CZ + oy,
i=1
£ qllC
X & um vetor n x 1 de varidveis enddgenas, comao anteriormente;
G é uma malriz de coeficientes 1 x g;
Z; éumvetor ¢ % 1 de varidveis exdgenas que pode incluir varidveis determi-

nislicas.

As vezes, convém transformar um VAR (p) em um VAR (1). Isso geralmente
¢ necessdrio quando se deseja obter a fungao resposta ao impulso decorrente de
um chogue estrutural ou para saber se uma determinada estrutura multivariada
¢ estaciondria. (A fungdo resposta ao impulso sera abordada mais adiante.} Por
oulro ladg, a transformagio em um VAR (1) costuma facilitar as manipulagdes
algébricas, razéo pela qual se considera o seguinte exemplo.

Exemplo 6.1
Seja wm VAR (2):

Xp =P+ P Xy + DXy p 4 e

Como transformd-lo e wm VAR (1)? Para isso, reescreva o modelo da

segitinte forma:

Xo | | @ N Dy Dy Ki1 Ll
X4 0 1o X, 0

Diferentemente dos modelos univariados que se preocupam fundamental-
mente com aspectos de previsdo, o VAR busca responder qual a trajetdria da
série, dado um cfiogue estrutiral. Por trajetéria, o pesquisador deseja conhecer o
termpo que wn choque aleta uina série, se ela muda de patamar ou néo, para que
patamar vai, entre outras informa¢des. Enquanto os detalhes desse estudo serdo
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dados mais adiante, & preciso observar que o VA R resutta na estimagio de wna
infinidade de coeficientes. Um VAR (p), por exemplo, com 1 varidveis endogenas
teria 1 -+ n?p coeficientes a estimar, ja que as matrizes ®; tém dimensio 1 X neas
it primeiras variaveis referem-se a constante, sem contar ainda os coeficientes de
possiveis varidveis exdgenas.

Mustas vezes os coeficientes estimados serao esfatisticamente insignificantes,
até porque algumas varidveis sao normalmente colineares, entretanto deve-se
evitar impor restricoes sobre 08 coeficientes, sob pena de perder informagoes

relevantes, a menos que sejam restricdes econdmicas bem fundamentadas.

Nota 6.3 Discutivelmente, o VAR busca fundamentalmente a trajetdria dns
varidueis enddgenas ante um chogre estrutural. Nada impede, contudo, de ser usado
para previsiio tambén.

6.1
Especificacao de Modelo

Esta segao procura responder & seguinte questdo: como selecionar a ordem p de
um modelo VAR? Que critérios podem ser utilizados nessa tarefa?

Trata-se de uma tarcfa dificil, porque certamente a defasagem necessaria
para obter “residuos brancos” com relacio & primeira varidvel enddgena nao
é a mesma para obter na segunda. A regra ¢ usar tantas defasagens quantas
forem necessarias para obter “residuos brancos” em todas as varidveis endogenas.
Na pratica, & um evento muito dificil, pois hd uma probabilidade bastante alta
de que a autocorrelagio de uma determinada varidvel sgja diferente de zevo
mesmo se p for alto. Isso acontece porque probabilisticamente 5% dos valores
estimados estariam fora do intervalo de confianga. Em contraste, usar um p muito
atto, em um modelo attamente complexo em que s¢ estimam muitos coeficientes
cruzados, torna o poder do tesle estatistico bastante deficiente. Em suma, bom
senso e parcimdnia devem ser utilizados nesse processo, embora haja alguns
procedimentos objetivos a seguir, conforme discute-se agora.

Imediatamente, como no caso univariado, pode-se usar o critério de informa-
¢io para definir a ordem de defasagem do modelo VAK. Considere um VAR {m),
emquemt = 01,2, Prax- O problema é escolher a ordem p que minimiza a

seguinte formula geral do critério de informagao:

Cr{m) =1In |i] +ere{m),
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modelo VAR, Argumentam que 0 VAR é uma metodologia fundamentalmente
interessada nas inter-relagdes enfre as varidveis. Logo, a forma correta de dimen-
sionar essas inter-relacoes ¢ por meio de um VAR completo, cujas varidvels sdo
tomadas no nivel, em vez de estacionarizé-las por diferengas como foi feito no
caso univariado, Trata-s¢ de um ponto controverso e sujeito as necessidades da
pesquisa para se definir como proceder.

A generalizagiio do modelo para um VAR de ordem p com varidveis exogenas

¢ direta e feita por meio da seguinte representacdo econométrica:

I
X =Dy Zq)fo G GA e,
i=1

em que

X; é um vetor 1t % 1 de varidveis enddgenas, como anteriormente;
G € uma malriz de coeficientes # x g;
Z; é um velor g x 1 de varidveis exdgenas que pode incluir varidveis determi-

nisticas.

As vezes, convém transformar um VAR (p) em um VAR (1). Isso geralimente
é necessario quando se deseja obter a fungdo resposta ao impulso decorrente de
um choque estrutural ou para saber se uma determinada estrutura multivariada
¢ estacionaria. {A fungdo resposia ao impulso serd abordada mais adiante.) Por
outro lado, a {ransformagdo em um VAR (1) costuma facilitar as manipulagdes
algébricas, razao pela qual se considera o scguinte exemplo.

Exemplo 6.1
Seja win VAR (2):

Xy Py + P Xy 4 PrXi2 + o1

Como transfornd-lo emt um VAR (1)? Para isso, reescreva o modelo da

sequinte forna:
X Py | Py Ay . X N 4
Xeo | o0 0 X 2 0

Diferentemente dos modelos univartados que se preocupam fundamental-
mente com aspectos de previsdo, o VAR busca responder qual a trajetoria da
série, dado um chogue estrutural. Por trajetdria, o pesquisador deseja conhecer o
tempo que um choque afeta uma série, se ela muda de patamar ou ndo, para que
patamar vai, entre outras informages. Enquanto os detalhes desse estudo serdo
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si, como em um VAR. Assim, a Figura 6.2 mostra a simulacio de um passeio
aleatério com e sem drift. O caso com driff € evidenciado no conjunto superior.
O caso sem drift é evidenciado no conjunto inferior de séries. Para as séries ndo
estacionarias e sem drift, impuseram-se D=0 =¢n= 0,7ed); = ¢n = 0,3
Para as séries com drift, definiu-se o modelo anterior, porém alterou-se ¢p para
0,5. Note que basta uma das constantes ser diferente de zero para que ambas as

séries tenham um drift.

50 100 450 200 250 300

Figura 6.1 VAR {1): séries superiores - eixo @ direifa: ®g = 0; 1y = P = 0,022 = ¢ =
0,2; séries inferiores: 12 = ¢ = —0. 2. A série pontithada: zp.

o0 00 150 200 250 300

Figura 6.2 VAR (1): séries inferiores — eivo i esquerda: ® = 0;p1; = =0,7edpp =¢n =
0,3; séries superiores: ¢y = 0,5. A série pontithada: z;.

O que se nota em ambas as figuras € que as séries Ijy e z; movimentam-se con-
juntamente, mesmo na presenca de raiz unitaria. Quando isso acontece, estuda-se
0 caso que se convencionou chamar cointegragdo, a ser visto mais tarde.

Por enquanto, o estudo se concentra na discussio sobre o caso de varidveis
estaciondrias, porém deve-se mencionar que Sims (1980) e Sims, Stock e Watson

{1990) admitem a mistura de varidveis estaciondrias e ndo estaciondrias em um
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modelo VAR, Argumentam que o VAR ¢ uma metodologia fundamentalmente
interessada nas inter-rela¢des entre as varidveis. Logo, a forma correta de dimen-
sionar essas inter-relagdes ¢ por meio de um VAR completo, cujas varidveis sdo
tomadas no nivel, em vez de estacionarizéd-las por diferengas como foi feito no
caso univariado. Trata-se de um ponto controverso e sujeito as necessidades da
pesquisa para se definir como proceder.

A generalizacdo do modelo para um VAR de ordem pr com varidveis exdgenas
¢ direta e feita por meio da seguinfe representacio econométrica:

4
Xp =@+ ) OXp i +GZi+e,
i=1
em que
X; ¢ um vetor #t x 1 de varidveis enddgenas, como anteriormente;
G é uma matriz de coeficientes 1 x g;
Zyéum vetor g x T de varidveis exdgenas que pode incluir varidveis determi-

nisticas.

As vezes, convém transformar um VAR (p) em um VAR (1). Isso geralmente
é necessdrio quando se deseja obter a fungdo resposta ao impulso decorrente de
um choque estrutural ou para saber se uma determinada estrutura multivariada
é estaciondria. (A fungio resposta ao impulso sera abordada mais adiante.} Por
cutro lado, a transformagio em um VAR (1) costuma facilitar as manipulagBes
algébricas, razdo pela qual se considera o seguinte exemplo.

Exemplo 6.1
Seja wm VAR (2):

Xi = Pg+ P Xpq + DXy + e

Conto transformd-to emt um VAR (1)? Para isso, reescreva o modelo da

seguinte forma:

X | Do P P Xy | @
X 0 I 0 X0 0

Diferentemente dos modelos univariados que se preocupam fundamental-
mente com aspectos de previsao, o VAR busca responder qual a trajetéria da
série, dado um choque estrutural. Por trajetéria, o pesquisador deseja conhecer o
tempo que urn choque afeta uma série, s¢ ela muda de patamar ou nédo, para que
patamar vai, entre outras informagdes. Enquanto os detalhes desse estudo serdo
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dados mais adiante, é precisn observar que o VAR resulta na estimacio de uma
infinidade de cocficientes. Um VAR (p), por exemplo, com n varidvels endogenas
teria 11 + 2% p coelicientes a eslimar, ja que as matrizes @ tem dimensao it x i e as
H primeiras varidveis referem-se a constante, sem contar ainda os coeficientes de
possiveis varidvels exdgenas.

Muitas vezes os coeficientes estimados serdo estatisticamenie insigniticantes,
até porque algumas varidveis sdo normalmente colinearcs, entretanto deve-se
evitar impor restrigoes sobre os coeficientes, sob pena de perder informagoes

relevantes, a menoes que scjam restrigdes econdmicas bem fundamentadas.

Nota 6.3 Discutivelmente, o VAR busca fundamentalmente trajetdria fas
varidoeis enddgenns ante wunt choque estrutural. Nada iupede, contudo, de ser ysado

para previsito tambént,

6.1
Especificacdo de Modeio

Tsta segio procura responder & seguinte questior como selecionar a ordem p de
um modelo VAR? Que critérios podem ser utilizados nessa tarcta?

Trata-se de uma tarefa dificil, porque cerfamente a defasagem necessaria
para obter “residuos brancos” com relagio a primeira varidvel enddgena nao
é a mesma para obter na segunda. A regra ¢ usar tantas defasagens quanias
forem necessdrias para obler “residuos brancos” em todas as varidveis enddpenas.
Na pritica, é um evento muito dificil, pois ha uma probabilidade bastante alka
de que a autocorrelagdo de uma determinada varidvel seja diferente de zero
mesmao se p for alto. lsso acontece porgue probabilisticamente 5% dos valores
estimadeas estariam fora do intervalo de confianga, Em contraste, usarum p muito
alto, e um modelo altamente Complexo €m (Juce se estimarn muilos coeficientes
cruzados, orna o poder do teste estatistico bastante deficiente. Fm suma, bom
senso ¢ parcimonia devern ser utihizados nesse processo, cmbora haja alguns
procedimentos objetivos a seguir, conforme discute-se agora.

fmediatamente, como ne caso univariado, pode-se usar o critério de informa-
ciio para definir a ordem de defasagem do modelo VAR, Considere um VAR {m),
emquent =0, 1,2, 000, s O problema ¢ escolher a ordem p gue minimiza a

seguinte fonnula geral do eritério de informagio:

Crim)  In !D:| b ocpg (),
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em que
T = ot
o _ La=188
T ’
cr é uma seqiiéneia que depende do tamanho da amostra;
¢ (1) & uma fungao que penaliza VAR de grandes ordens. Por exemplo, ¢ (m)
pode representar o niimero de parametros estimados no modelo VAR,

Nota 6.4 Como no case univariado, o tamanho amostral fein de ser mantido
constante para tornar o critério de informacio compatdvel. Logo, o tamanho dg
aniostra, conium a todas as ordens, serd T — pmax- ' o

A versdo multivariada dos critérios AIC, BIC e HQ é uma generalizagdo da
versdo univariada da seguinte forma:

AIC () = In|Z (m)| + %mnz;
BIC (m) = In |Z (m)| + -I—[}—Tnmz;
HQ (m) = In|E (m)] + 1—111%1221”112,

em que min* é o ndmero total de pardmetros estimados em todas as equagGes.

De novo, o critério AIC superestima assintoticamente a ordem do VAR com
probabilidade positiva, ao passo que os dois tltimos critérios estimam a ordem
consistentemente sob hipoteses bem gerais, se o processo gerador de dados tiver
uma ordem finita no VAR e se pmox > p,emque p é a verdadeira ordem do
modelo.

Liitkepohl e Kritzig (2004) comentam que, para T > 16, a seguinte relagéo
Ocorre, mesmo para pequenas amostras?:

p{BIC) < p(HQ) = p(AIC).

H4 outra mancira de escolher a ordem de defasagem, seguindo a idéia dos
modelos univariados, em que se aplicam testes seqlienciais para definir a ordem
p do modelo VAR. Para comegar, estabelega 0 pnax € considere Hy @ Py,
0x Hy : Pp # O Se o teste ndo for rejeitado, repete-se o procedimento

2 O programa Eviews possti uma opgio automatica de selegio da defasagem, exatamente conforme
deserite aqui. Inclui também testes peta mesma razéo, como descrito na proxima segéo.
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considerando pmax — 1. Quando a nula for rejeitada, terd sido encontrada a ordem
de defasagem do modelo.

O problema desse procedimento é estabelecer Piax- 5€ Pmax € Muilo pequeno,
os residuns estimados ndo serio um ruidoe branco, quando se fizerem os testes
sobre eles, pds-estimagao. Contudo, se pyax € muilo grande, o impacto sobre a
probabilidade de erros como um todo podera ser severamente afetado, de modo
que & dificil confiar nos intervalos de confianga gerados. Pode-se confiar apenas
parcialmente nesses testes, porém, como ja foi mencionado, nada substituird o
bom senso do pesquisador para definir quais pardmetros serao considerados
insignificantes. Procurando esclarecer melhor esse assunto, quando hd muitos
pardmetros estimados, resultante de um excesso de defasagens, entac a matriz de
covariancia dos parametros tende a gerar intervalos de confianga bastante largos,
conduzinde a erros do tipo 1L

Exemplo 6.2

Considere o seguinie vetor de varidveis Zy = (yp, e, 7, i), e que yy representa
o hiato do proditto, e a variagdo caombial, 7y a taxa de inflaglio e iy a tnxa de jitros
(Selic), todas us varidveis ent base niensal. Modelos VAR com essas varidoels sin
comuns na literatura nmacroecondnica. No Brasil, Minella et al (2003} estin
unt wodelo semelhanie para diversos periodos anteriores ao deste exenplo. Os
critérivs de Akaike e Scluvartz para este modelo s@io apresentados o seguir.

Defasagens — Akaike Schivariz

-22,0688  —21,451
—22,498 - 21,342
—22,026 —20,343

21,366 --19, 146
—20,943 -18,179
—20,788 —17,470

Nessas candicdes, o wmodelo indica duas defasagens, segundo o critério
Akaike, e una defasagent segeodo o critério BIC,

Exemplo 6.3
Considere o exemplo de endogeneidade estudado no capitido sobre GMM. Por
conpeniducia, lembre-se de que o modelo foi simudado da seguinte fornm:

W=y e
Xy = oy + v,
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et que € ¢ iy sito amtbos ruidos brancos independentes.
Pode-se reescrever esse niodelo na forma matricial:

LU I O T U R R I 72 O I A
& 1 Xy 0 0 Xi_1q v

Reescrevendo o madelo na forima reduzida, tem-se:

v |_| ¢ O Yo | e
Xt 5(,!) 0 X1 Cxt

No momento de estimar o madelo, a matriz de coeficientes @y conterd
quatro coeficientes estimados. Espera-se que os cocficieittes da coluna 2 sefam
insignificantes e que os cocficientes da coluna 1 satisfucani aproximadamente a
seguiitte restriglo:

P11 = ¢
P21, = ¢,

eni quie 6 e o sfo valores usados na simulagio. No caso da simmilagio, defintrani-se
§=0,1e¢=0,8.

Estimando-se ¢ VAR (1), obténrse os seguintes coeficientes e desvios-
padiiio (entre parénleses):

0,794 0,097 .
s (0035)  (0,063) Yer | Ow

Xt 0,077 —0,002 Xe_1 b |
(2374)  (0,058) ’
Note quie 0s coeficienies da coluna 2 sdo ndo significantes e que os da coluna
1 sdo significantes e téni o valor aproxinado que era esperado:

¢y, =0,8;
11 =0,7Tx0,8=0,08

6.2
Testando Hipodteses

A idéia de testar hipoteses em modelos multivariados é muito semelhante a do
caso univariado. A dilerenga € que, em vez de calcular a soma dos quadrados
dos residuos, calcula-se o determinante da matriz de covaridncia dos residuos do
maodelo restrito e do ndo restrito, como foi aprendido no caso univariado.



Capitulo 6. Vetor Anto-Regression - VAR 17

DPara iniciar o teste, convém explicitar o modelo geral, com p defasagens, mna

constante e g varidvels exogenas, conforme a equagao a seguir:

IU
X =dp 4 Z‘T-’,'X;_; + GZ ey
i=l,
Definicdo 6.1 O modelo anferior ¢ estaciondrio se 03 autovalores da polinoniial

Zle &, L estiverem dentro do circulo unitdrio’.

Uma vez especificado o modelo nao restrito, estabelecem-se quais as restri-

¢bes a serem impostas ¢ seguem-se 05 procedimentos de teste:

1. Estima-se o modelo sem restriao e calcula-se a matriz de covaridncia dos
residuos, denotada por L. Essa matriz tem a mesma dimensdo do numero
de varidveis enddgenas ou que compdem o vetor X;. Ou seja, a matriz Ly

tera dimensdo n X H;

2. Em seguida, estima-se 0 modelo com restricio, excluindo k < g varidveis
exégenas e/ou 1 defasagens, e calcula-se a matriz de covariancia dos

residuos 1 % 1 Ly;

3. Calcula-se a razao de verossimilhanga da seguinte forma:
LR = (T - ¢) (log | %] —log |Zul) — x7.

em que
T é o numero de observagdes utilizadas na regressao;

¢ = 14 g+ ap éonimero de parametros estimados em cada equagao do

sisterna ndo restrito, incluindo a constante e as varidveis exégenas ¥

¥ = o + ki é o numero de restrictes no sistema.

Exemplo 6.4

Suponta wm sistema de it equagdes cont nitiero wdximo de defasagens p = 6.
Deseja-se testarse p = 4. Imaginando wm sistei cont constante e sem varidocis
exogenas, entdo ¢ == 14 pn = 1+ 08 O sniero de restrigoes ¢ dado pela
quantidade de pardmetros que se deixa de estimar ne modclo restrito que & e
r = mn? = 20%,

1 O Eviews mostra esses autovalores graficamente também.

+ Do contrario, ¢ = P
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Convencionalmente, se o valor calculado da estatistica LR for menor que o
valor tabelado, nao se pode rejeitar a hipétese nula.

6.3
Inferéncia

A inferéncia sobre 0s coeficientes estimados em modelos multivariados tem algu-
mas particularidades bastante diferentes dos modelos univariados. A mensagem
importante € que se pode proceder a inferéncias estatisticas sobre 0s coeficientes
individual ou coletivamente, mesimo ante a existéncia de variaveis endigenas nao
estaciondrias de ordem 1, sempre que o modelo puder ser reescrito de maneira
que os coeficientes sob inspegao passemn a multiplicar varidveis eslaciondrias
{veja Sims, Stock e Watson, 1990). Essa conclusdao ndo ¢ muitoe convencional
e, na verdade, é bastante surpreendente. Antes de discutir um pouco mais
formalmente esse problema, considere o seguinte exemplo que procura esclarecer
o ponto.

Exemplo 6.5
Sejammi yp ~ 1(1) € 2y ~ 1(1) na seguinte equacio extraida da prineira linha de
i VAR (2) bivariado:

¥ = Puaife—1 + ¢1212-1 F P2 + Praazis + €y

O subindice depois da virgula designa a defasavent a que pertence a matriz
D;. Os mimeros aittes da virgula indicam a coordenada a que pertence agucle
coeftrieitte.

E possivel fazer inferéncias sobre os cocficicntes 112 € 1o desse nodelo.
Para isso, adicione e subtraia ¢nyayiq e 12221 1

= guavi-n F ey 1 b fizazion iz
bale2 — Priaii-1 + Pr2oze 20 122z + €y

= {1+ P12 Ve H oy + P2l za+
—Pzdy-1 — PaAzi_y + ey

¥

Como My_y ¢ Azyoq sdo ambas variducis estaciondrias, pode-se testar
conjuntamente por £~ Snedecor, por exemplo, a liipdtese iz = P2z = 0,
isto ¢, se o miodelo 6, de falo, i VAR (2).

Esse fipo de transformagio é usado parn indicar que lpo de inferéncia
pode ser feito. No modelo, pouco se pode dizer a respeito dos coeficienies que

mudtiplicam as varidveis ndo estaciondrias y,_1 € z,_, depois da transformagto.
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Pode-se estimar cada equacion por minimos quadrados ordindrios, se 08
erros nio forem serialmente correlacionados. Bstimagoes por minimos quadrados
ordinarios sic consistentes e assintolicamente eficientes. Como 0s regressores
A dircita sdo todos iguais, a estimagdo pelo método SUR (seemingly unrelated
regresston) ndo contribuiria adicionalmente & eficiéncia do método de estimagao.

Sob condicdes convencionais®, pode-se mostrar que a matriz de coelicientes
estimados & = [dy 1 dy - & ] satisfaz:

ST vech (&) (D) LA N (O, }:(b) ;

em que vech é um operador que empilha as colunas de uma matriz uma sobre
as outras.

O estimador por minimes quadrados ordindrios de variavers 1(1} tem a
mesma distribuicao assintotica do estimador de variaveis (0), com uma dife-
renca: a matriz de covariancia dos cocficienles de varidvels ndo estaciondrias
é singular. Nessas circunstancias, ¢ possivel testar os coeficientes dos modelos
individualmente usando o teste {. Entretanto, hipoteses conjuntas nao podem, em
geral, ser estimadas porque podem ter uma distribuicao degenerada, conforme

ja mostrado.

Nota 6.5 S5¢ja 1m modele multivariado com varidvels nio estaciondrias, et
inferéncias sobre hipdteses conjuntas so poderdo ser feitas se o modelo puder ser
representado de il forma que 03 coeficientes a serett testados passem a multiplicar
varidveis estaciondrias. Como conseqiiéncia, algumas hipdteses podein ser testadas
convencionalmente, outras nio, tanto pelo teste F como pelo teste ;{2.

Quando o modelo contém varidveis deterministicas, a distribui¢do dos para-
metros dessas varidveis também nio é comvencional e, portanto, certas hipdteses
nao podem ser testadas.

Cabe agora alguma intuigao sobre a razdo de se poder testar nornmabmente
os coeficientes individuais de um modelo multivariado nao estaciondrio, porém
nio é possivel fazer o mesmo quando se trata de um modelo univariado ndo esta-
clondrio. & questao fundamesntal & perceber que, em modelo muitivariado, o

niao-eslacionaricdade emerge ou se verifica quando um dos autovalores da matriz

Fasas condighes, bem comu as demais propriedades discutidas nesta segao, podem ser vistas em
Liitkepohl (2005, seqoes 7.2 ¢ 74, Unders (2004, p, 285-287), Littkepohl ¢ Kiilzig {2004, segdn 3.3)

e Sims, Stock e Watson (1990} ¢ nas referéncias indicadas por esses autones,
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de coeficientes estd sobre ou fora do circulo unitdrio. No modelo anivariado, os
autovalores se confundem com as rafzes da equagao caracterfstica, enquanto no
modelo multivariade isso nao chega a ocorrer estritimente. O exemplo a seguir

procura esclarecer essa alirmagao.

Exemplo 6.6
Considere o seguinte modelo VAR (1)

0,7 0,3 |

K= 0,3 0,7 |

b1k

(s gufovalores da matriz Oy séo Ve 0,4, Trata-se, portanio, de wm modelo
mullivariodo ndo estaciondrio. Esses autoualores estifo associados qus coeficicntes
da neatviz Kby, porém indivetmmente. Logo, a estatistica t permanece vilida para

a inferéncia individual dos cocficientes.

6.4
Verificacdo
Os testes de diagndgstico de residuos dos modelos univariados podem ser gene-
ralizados para o case mullivariado. Esta secdo discute wm subconjunto desses
testes.

Cabe observar que a generalizagio ¢ praticamente direta e, muitas vezes,
evidente. A dificuldade maior talver seja enxcrgar as matrizes de interesse
para cada leste em particular. A seguir, é apresentado um resumo de cada um

dos lestes,

6.4.1 Teste de Ljung-Box

O teste de autocorrelacio de Tjung-Box tem a mesma logica do modelo univa-
riado, porém preocupa-se em ver se as autocorrelagdes multivariadas sdo nulas.

Assim, a hipotese nula deste teste &

Hy: E ((’ff.’;__r-) =G paratodof=1,2,...,f=p
PSS
H :E (e;u; _J-) # 0, para algum /.
A estatistica do teste é pavecida com a de Ljung-Box:
STV (0, ) A 2
C- L ! -f0 C}'Cﬂ ) o r)lr.'g{Jl...]u']’
j=1

- S s ond - . - a . -
em que C; L,’_.J,-_;_l &) I-/T ¢ a matriz de autocovaridncia na defasagem f.
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Alternativamente, usa-se a estatistica de Ljung-Box ajustada, a qual tem
potencialmente melhores propriedades para pequenas amostras:

Lo

2 o Aol A ALY 42

Q=T"), 7o (G115} Koy
= .

Ambas as estatisticas existem no Eviews, e o exemplo a seguir mostra isso.

Exemplo 6.7 .
Considere o modelo ndo estaciondrio sem drift simidado no inicio deste capitido.
Estinado o modelo, verificani-se os residuos nsando esses festes. O Eviews
perntite calcular esses valores automaticamente, e o resultado ¢ dado na tabela

@ Seguir

Defasagens  Q-Stat  Prob.  Adj Q-Stat  Prob.  df

1 0,196 NA 0, 197 NA NA
3 7,057 0,531 7,121 0,524 8
8 22,362 0,897 22,751 0,886 32
12 32,360 0,903 33,139 0,884 44

O simbolo df representa o mibmero de graus de liberdade para a distribuicio
x2. E importante notar nesse exeniplo que, embora o modelo seja niw estacioindvio
por construgio, as autocorrelagbes caen rapidamente, de miodo que o feste de
Liung-Box rejeita a nula de existéneia de autocorrelagho serial. Esse € unl
resudtado que ndio ocorreria ent um inodelo wnivariado.

Nota 6.6 Os pardmielros do vefor de cointegragio de um modelo VECM (n ser visto
rnais tarde) nio contam para a definigio do nifmero de graus de liberdade.

Nota 6.7 Se | ¢ muito pequeno, a aproximacio & distribuicio serd bastante pobre, a0
passo que um valor alto para | pode resultar ent perda de poder.

Nota 6.8 Notwndo que a diferenga fundamental entre as estatisticas de Ljung-Box
pura ¢ a ajitstada ¢ dada pelo fator
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convém observar que a estatistica tende a ser muito alta para valores de j mais elevados,
contribuindo para a rejeicio da hipdlese nuln. Por isso, € preciso ser parcimonioso
guanto ao valor que j toma. '

6.4.2 Teste de Breusch-Godfrey

O objetivo € testar se existe autocorrelagao de residuos no modelo:

L%

1=+ O+ FORE W
e verificar se
Hy:® =0=- =0, =0xH :0;#0vB; #0V .- VO, £0,
Para isso, utiliza-se a regressdo auxiliar:

G =P X g+ DX 2+ ‘Dpr...p
+ @15?;_1 -4 @2@;_2 +o+ ®héf—h + g,

Para entender o processo de obtengdo da regressdo auxiliar, veja Johnston e
Dinardoe (1997, p. 182-187). Basicamerte, a idéia € a seguinte. Trata-se de um teste
de multiplicador de Lagrange, LM. Para executa-lo, é sempre necessério estimar
¢ conira o gradiente da fungéo de verossimilhanga. No presente caso, esse gra-
diente é formado pela matriz [X; 1 X;_p -+ Xi_p €13 -+ &_y). Johnston
e Dinardo comentam que uma importante caracteristica desse teste é funcionar
simultaneamente contra a hipétese alternativa de um processo MA (g} para os
residuos.

O teste é executado em dois estigios. No primeiro, € estimado por minimos
quadrados ordindrios, de forma que os &3 em que f < 0 séc substituidos por zero.
Desse modelo, calcula-se:

in =

Em seguida, estima-se o modelo impondo a hipétese nula para obter os
residuos restritos, i, e calcula-se:

T areet
- § _q MU
):‘J" — =1y

T
QO teste LM é definido como:
\ S d
LM, =1 [11 —tr (z,,z,, ‘)] LA

O exemplo a seguir esclarece esse teste.
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Exemplo 6.8

Considere o modelo niio estaciondrio senz drift simulado 1o inicio deste capitulo.
Estimade o nwodelo, verifican-se os residuos wsatdo o feste LM. O Eviews
perinite calculnr esses valores automalicamente, ¢ 0 resultado & dado na tabela

@ 5eQuir:

Defasagens -Stat  Prob.  df

1 1,678 0,795 4
3 6,523 0,887 12
9 4,208 1,000 36
12 4,282 1,000 48

O Eviews reporta o resultado das probabilidades conr n? graus de liberdade.
Por isso, & preciso othar a tabela correta. A tabela anterior conténs as probabilida-
des corretas, mas se fossent usados n? a hipdtese wida nfio seria rejeitada tambén,
No caso do exeniplo, como ndo se rejeita a nula coni menos graus de liberdnde
do que seria corveto, com inpis razfio nio se yejeitaria se o nitniero de graus de
tiberdade fosse ainda mior.

6.4.3 Teste de Normalidade

Para entender o teste, é preciso observar que a assimetria e a curtose, respech-
vamente os momentos 3 e 4, tdBm uma distribuigio normal. Ou seja, defina 0s

momentos 3 e 4 conforme segue:

—T .3
— ' _ L= € .
niy = (May, M3, ..., Mgy ), COM ity = =T
T 4

_ ' f L Efr-l €
iy = [ig1, Hga, ..., Way) , COM Hiy = -

Pode-sc demonstrar, entdo, que essas medidas tém a seguinte distribuicao:

Hi3 ~ N |o; ol 0 }
Mg — 3” 0 24[:1

.
emque 3, = (3,3,...,3) é umvetor n X 1 de 3s.
Trata-se, mais uma vez, da versao multivariada do teste de Jarque-Bera.
Na prética, primeiro deve-se obter a matriz de covaridncia dos residuos

estimados:

£ =

L Y- e =&Y
- .
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Em seguida, deve-se calcular sua matriz raiz quadrada: ié, No caso da ma-
triz de covaridncia, isso ¢ imediato por ser uma forma quadratica. Tecnicamente,
trata-se de usar procedimentos matematicos de ortogonalizacio de matrizes para
obter a matriz raiz quadrada, a partir dos autovetores da matriz de covaridncia.
Deve-se obgervar que o termo ¢ ¢ desnecessdrio na presenga de interceptos
no modelo VAR. Essa matriz deve ser utilizada para padronizar os residuos,
conforme se segue:

=50 (o - )

Em seguida, devem-se calcular a assimetria, w3, e a curtose, i, dos n
residuos;

T AL
)| ‘Fr) )

ry " ry -~ f ry
Hiz = (Mg, Mian, . iy ), com iy = F—0r

T
T /a4
- . n - - ! n _ Zf:‘] (e:f)
My = (Wegy, gz, . WLy ), com iy = 5

As estatisticas sao dadas por:

T . g — 3,0 (#1g - 3
:T__3._3; Sf‘;:T( 4 ") ( 4 J{l.

6 24

Ambas as estatisticas tém distribui¢ao x% sob a nula: §3 = sﬁ = 0. Portanto,
podem-se testar individualmente as estatisticas usando a distribuicdo x5

Alternativamente, pode-se usar a distribuicdo conjunta de ambos os testes,
By, = 53 + 55

2, .2 d 2
JBonw =53+ 54 = Xon-

Esse procedimento foi sugerido por Doornik e Hansen {1994). E, embora
Liitkepohl (2005) propenha a normalizagao dos residuos usando a fatorizagdo de
Choleski, os primeiros autores criticam o segundo com o argumente de que tal
fatorizagio depende da ordem das varidveis, o que, por sua vez, pode alterar a
estatistica do teste.

Exemplo 6.9

Considere 0 imodelo niiv estaciondrio sem drift simudado no infcio deste capitutlo.
Estimado o modelo, verificani-se os residios usando o teste LM. O Evlews
perniite calenlar esses valores mttomaticmmente, ¢ o resullado ¢ dado a seguir:

By = 3,620 ~ x5
Prob (3,620) = 0,460.

Logo, nite sc pode rejeitar a nula de norwmlidade dos resfduos.
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6.5

Previsao

A previsao ¢ analoga aos procussos univariados, razdo que ajudard a evitar deta-
Thes desnecessarios sobre o procedimento. Ha um aspecto importante, contudo. A
complexidade dos modelos multivariados & muito maior, por isso certos cuidados
devem ser tomados, e algimas matrizes utilizadas podem-se tornar dificeis de
visualizar. Uma forma de superar o obstaculo € abrindo as matrizes do modelo, o
que ndo poderd ser [eito aqui por cconomia de espago, mas serd deixado a cargo

do leitor.
Quandao sc conhece o processo gerador de dados, a previsao It passos & frente

é dada por:
E (X ) = X = Py Xppponge + PoXi oo+ PpXenepire

emque Xy ;i = Xiyj paraj 2 (.
Transformando X; em um modelo de médias movels infinito, pelo fato de X

ser estacionario, obtém-se:

;}
- - / = » :
X? h = I - L CI),I'L Crih = Creh + "F]f.f_{_h_ 1 |- Tﬁ](.} -2 A+
=1

Conseqiienlemente, a previsio correspondente ¢ dada por:

[e]
Xivwe =3 peran
f=1

Desse modo, o erro de previsao sera obtide extraindo-se de Xy O termo

Kyt
b

Xin = Xpvpr - L ‘P;L’! Hieoje
§ 0

em que Yo = 1.
A expectativa de previsio dos erros € zero. E o erro quadrdtico médio de

previsio ¢ dado por:
. Il
o , . e et
L'\ Uj) = L (XE | h }\f --nir) (Xlih B 1\f |hifJ - L l'Pr)—li'!}
.ll.:'”
O resultado ocorre porque a mattiz de erros ndo ¢ autocorrelacionada.

Se o processo ¢ pstacionario, a incerteza da previsio é limitada, mesmo para
previsdes de longo prazo. Filosoficamente, isso é infercssante porque sabe-se,
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assim, que o erro de previsao mais distante tem um limite bem definido. Por
outro lado, processos integrados tém erro de previsdo indeterminado quando
o horizonte se eleva, mas isso niio exclui a possibilidade de que a previsdo de
alguns componentes ou combinagdes lineares de varidveis integradas tenha o
erro de previsdo limitado também.

Na presenga de varidveis exégenas, entre as quais algumas deterministicas,
pode-se estender a fdrmula anterior facilmente. No caso das deterministicas, por
definicio conhecem-se suas trajetérias futuras. No caso de varidveis exdgenas
estocdsticas, ¢ preciso definir um modelo para elas, juntamente com o modelo
multivariado. Se tais varidveis estiverem sob o controle pleno do tomador de
decisdes, entdo pode ser desejavel prever a trajetéria das endégenas condicional-
menle a wma trajetoria futura especifica das exdgenas.

Exemplo 6.10

Considere o sequinte modelo VAR (1), estinmdo a partir do inodelo sinrulado
sem drift;

[ o,694 0,332
"7 ] 0,298 0676 | T

Usando esse modelo para prever 20 passos a frente, tem-se a configuracio
apresentada na Figura 6.3.

B P -
2/ U8L M G 3000 305 A0 3% 320

Figura 6.3 Previsfio de y ¢ z 20 passos & frenie.

E importante notar que as varidvets sio nio eslaciondrias e convergem par
a previsdo ndtivariada do iltinoe valor. Em centbraposicio, considere o segitinte
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] — . o

Figura 6.4 Previsdo do y ¢ z 20 passos a frente.

modelo VAR (1), estinado a partir do niodelo sinnidado estaciondrio:

[ o578 0186
= o284 0611 |

Lisando o modelo para prever 20 puassos & frente, a Figura 0.4 mostra que us
varidvels convergent para sua média de longo prazo, ao redor de zero.

6.6
Func¢ao Resposta ao Impulso

De modo geral, o modelo VAR ndo permite identificar todos os parametros da
forma estrutural, a nao ser que se imponham restrigdes adicionais. ara ver isso,
observe que no sistema restrito dado pela equago (12) consegue-se estimar seis
parametros na cquagdo da média, mais Var (e1}, Var (g9} e Cov (e, ¢2), ou scja, hd
nove par@metros estimados. No sistema primitivo, contudo, hd dez parametros a
calcular: além dos oito coeficientes estruturais, ha ainda as variancias de cada um
dos choques.

Assim, Sims (1980) sugere um sistema recursivo para identificar o modelo.
Trata-sc, em outras palavras, de impor que alguns coeficientes sejam iguais a 7ero,
de uma certa forma. Geralmente, usam-se argumentos econdmicos para defnir
quais deles sdo iguais a zero. A sugestdo de Sims impde que 0 efeito feedback
seja limitado. No caso mais simples, de um modelo Livariado, seja imposlo, por
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exemplo, que 412 = 0. Come resultado, o modelo fica:

Iy = app+ b]]}f{-—l + bypzs_q | €yt

Man — il + ey + bz + €.

%

Lissa restricho é importante porque torna os parametros estruturais restantes
identificiveis, conforme se observa no exemplo bivariado:

ATl = ! 0 —

—az 1
it _ 1 Q - it ) 1 0 b] 1 blz - Y1
Zf —fayy 1 30 —a 1 . bz] bos Zy -1

gy 1 0 o €21

Sabendo-se ainda que a3 = 0, entdo os erros reduzidos ficam:

1y Tyt

e Up€qy AT y€yt
de modo que
2,
Var (e;) = oy,

Var (¢3) = 02 + abo;
Coviey,e) = —fIQ]UE‘
Essas trés equagdes combinam-se com as demais estimativas para identifi-

car o modelo. Ou seja, usando essas trés equagdes mais as equagdes a seguir,
identiticam-se os pardmetros estruturais do modelo.

$10 = Ay, a0 == fan — Mpftz);
1 = byy; Piz = byo;
d1 = —auly + b Pn = —axbn + by,

A metodologia proposta por Sims pode ser generalizada para um vetor com
n varidveis endogenas. Trata-se de uma maneira (riangular de decompor os
residuos, chamada decomposicio de Choleski.

No caso de 1 varidveis enddgenas, a matriz de covaridncia é de dimensao n
1. As condigbes de identificagio requerem a impuosicio de {(n% - 1) /2 restrigdes.
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Como a decomposicio de Choleski & triangular, forgando que a porgao superior
da diagonal tenha zeros, 1550 equivale a impor as restrigies requeridas. O pro-
blema dessa imposigio ¢ definir a ordenacdo das varidveis, que & arbitrdria, ainda
que atribuida a razdes econdmicas. A ordenacio das varidvels define a forma das
restrigoes, de modo que diferentes ordenagoes geram diferentes restrigdes.

Se os aulovalores da polinomial (I - Lf K <1JJ-I_."') estiverem fora do circulo
unitario, pode-se escrever um VAR (p) como um vetor de médias mavels inlinito

VMA (o). Assim, considerando o exemplo de VAR (1) bivariado, tem-se

_ {x: . _ o q.)]- ] —n ogLE .
Xf 2K 4 L(DJI{?! ;= X+ Z I 12 Lf Iit=1 )
- Sty | - ! UaCofmi
em que X=({l-d }] Py ¢ a média de longo prazo.
Deflina a matriz:
. (])f ' 1 =it
¥, = - 12
I - apan | —ay [
Desse modo:
_ [a¥]
X=X | E‘F!q y
0
(=] R
x| g e ] e
o | P ;|| Ve€d

Os elementos da matriz ¥; sao os multiplicadores de impacto de um chogue
sobre as varidveis enddgenas. Assim, o impacto fokal de um choque de ¢y sobre
y;, € dado pela soma dos coeficientes ¢ ), 1 0, 1,2, Jn Esobre zyy, devemn-
se somar os cocficientes i, 21. Os cocficientes, quando desenhados em um gréfico
contra i, gerant a fungdo resposta ao impulso. A soma dos coeficientes, quando
desenhada em um grafico contra f, gera a fungao resposta ao impulso acumulada,

O exemplo estaciondrio anterior com correlagiio positiva serd usado para ge-
rar os graficos da fungdo resposta ao impulso. Iniciahnente, impoe-se a sinutlacio
que app = 0eayn = 0,8 m sepuida, estima-se o modelo simulado e gera-se
a fungdo resposla ao impulso usando a decomposi¢io de Choleski yue assume
ayy - O Isso estd caracterizaclo na Figura 6.5.

Deve-se observar que o choque em z nao tem ofeito contempordneo cin iy,
por construgao da hipotese de identificacao, justamente refletindo que ¢ =
0, conforme se vé a parlir da especificagdo estrutural, £ também interessante

observar que o efeito se dissipa ao longo do tempo muilo rapidamentce.
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Resposta de y a choque de umn desvio-padrao

Resposia de z a choque de um desvio-padrio

| — Chogque em ¥ ---- Choque emf_]

T T T T T T T T T

2 4 8 B 10 12 14 16 18 20

l — Chogue emy ~--- Chogue em z

Figura 6.5 Fiungdo resposia ao impudso - decomposicio de Choleski.

Fungao resposta ao impulsc entre dois desvios-padrio

Respastadeyay

Respostadezay

LANLE SN BT RN RN Mt S B B S B S S M

T T
2 4 6 8 10 12 4 16 18 20

12

Respostade ya z

8-

0.4 -

Respostadezaz

0,4

-0,8

™7
2 4 g

—T

T T T TTTTT
a8 1 2 14 16 18 20

Figura 6.6 Fungio resposta ao impiilso ¢ intervalo de confianca.
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6.6.1 Intervalo de Confianca

A funciio resposta ao impulso é calculada mediante coeficientes estimados. Logo,
é claro que hd um intervalo de confianca a ser considerado nessas estimativas.
Esse intervalo pode ser calculado de forma analitica ou por métodos de expert-
mentos de Monte Carlo.

O método analitico torna-se bem complicado quando se imagina um pro-
blema multivariado, em razdo das covaridncias cruzadas. Nao se procede a
derivacio analitica do intervalo de confianca neste espago, mas o leiior interes-
sado poderd consultar Liitkepohl (2005) e Hamilton (1994). Entretanto, muitos
softwares ja calculam o intervalo de confianca automaticamente. Na Figtra 6.6,
mostram-se as séries simuladas com correlagio negativa ¢ 08 respectivos interva-
tos de confianga, calculados analiticamente, com base nos coeficientes estimados

@ suas variancias.

Fungéo resposta ao impulso entre dols desvios-padrdo

Resposlade ya y Resposta deya 2

0,00

-o.ns.l“‘\‘
orol)
1,15 '
-0.20 4 .,

0,25 -

~0.30 4

0.8k
06
04

2

0.0

Figura 6.7 Desvio-padrio Monte Carlo — decomposicite de Choleski. Séries stmulndas assuiindo-
seda =0egz = ¢n = -0,2, 1.000 repetices.
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Qutra maneira de calcular o intervalo de confianga ¢ usando experimentos

de Monte Carlo. Para isso, aja da seguinte maneira:
1. BEstime o modelo multivariado e armazene os residuos estimados, {4 };

2. Sorteie os residuos armazenados com reposicdo e simule wina nova série
usando as matrizes @ estimadas no passo anlerior. Por exemplo, no caso
deum VAR (1):

K= dg+ Xy 48y

3. Reestime o modelo e a nova fungéo resposta ao impulso;
4. Repita o processo milhares de vezes;

5. Para construir um intervalo com 95% de confianca, exclua 2,5% das

menores e maiores respostas.

O procedimento foi adotado com relagdo ao exemplo anterior. A Figura 6.7
apresenta esse método. Para esse caso, os intervalos analitico e por Monte Carlo
mostraram-se muito semclhantes, razdo pela qual amplificam-se os resultados

a seguir.
6.7
Decomposicado da Variancia

Ha ainda outra forma de analisar 0s resultados do modelo, por meio da decompo-
si¢do da variancia. Trata-se de wma forma de dizer que porcentagem da variancia
do erro de previsio decorre de cada varidvel enddgena ao longo do horizonte
de previsao.

Para entender a idéia, considere o exemplo das se¢des anteriores, VAR (1)

com duas varidveis enddgenas, y e z:
. [ ¥)
Kign = X+ ZYI'EI-HF—-I-
P
Calcule o ervo de previsio:
fr-1
Xeen Ei {XH-!:) Z i€y noie
. i=0

Esmiugando apenas i, j,:

Yirn = EQren) = Poni€ypen + Pri€pnn 1+ 4 9y 11160001

F o€ P Sy b tify 1,126z 01
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Logo:

2 2 (2 2 2 2 (2 2 2
oy, () =0y (%,n g ot %--1,11) + 0, (%,12 + i F *Pn—uz) :

Agora, pode-se decompor a variancia do erra de previsao em seus diversos
elementos. No caso do modelo bivariado, a variancia ¢ decomposta em dois
pedacos para cada periodo de tempo, dividindo-se ambos 08 lados por 03 {f):

2 2 2 2 2 {42 2 2
Oy (‘Pu_n Pt Tt ‘1”’;,_1,“) . o (‘1"’0,12 TPt +_‘f”n—|,12)
g (1) oy (f) '

A tabela a seguir decompde a variancia de Yy.pp, quando b =1,2,...,5

Decomposigio da variéncia de .y, — Er(ypin)

22 gl ud 202 gl gl
i (%,1 cR ---1,11) S (‘J'e:,|2'*"|"|,1z+” i ---J,|2l

ooy () : 0 P

1 0,950 100, 00 0,00
2 1,063 94,53 5,47
3 1,116 #8,09 11,91
4 1,152 83,24 16,76
5 1,176 80,03 19,97

A tabela anterior mostra que o erro de previsdo aumenta com o© horizonle
de previsdo, porém a importancia do erro atribuida a cada varidvel se altera. No
quinto passo, 20% do erro se deve & varidvel z.

O mesmao é feito com a varidvel z;,

Decomposicao da varidncia de 2y, — Er {z5 1)

EY I 3f 2 2 2
hooa () Yy (‘J'n,zl '*'ﬁl'-'léud'r)' i 1,2;) ¢l (‘J”u,zz "'q'iéz(:"]““"'i”n. 1,311
1 1,244 32,96 67,04
2 1,404 25,51 74,49
3 1,462 29,04 70,96
4 1,490 27,07 72,93
5 1,506 26,06 73,94

Exemplo 6.11
O Banco Central do Brasil (BC) utiliza enr snas projecdes para inflagao fulura
quatro niodelos VAR (veja o Relatério de Inflagdo 2T04). Aqui, vio-nos



188

03

Econonetrin de Séries Tewymormis

restringiv a won deles, o chamado modele VAR, para verificar o intpacto que
varidveis como a variagdo da taxa de clonbio momingl ¢ o Faxa de juros Selic real
tén sobre os prregos Hves.

QO modelo VARL inclui as seguinites varidvels endogenas: variacio da taxa
de cdmbio nowtinal, variagio da loxa Selic real, inflacdo dos pregos livres e
inflagio dos precos adwninistrados, Além disso, sio inchiidas 11 dummics
sazonais referendes a cada mds do ana ¢ e damny de fendéncia para o perfodo
de desinflaciio (1995 0 1@ 1998 @ 6). Para o exemply apresendado agui, foram
utilizados dados que abrangen o periodoe de selembro de 1994 a maio de 2007 Os
dados de inflagdo utilizados ndo necessitam de nenluma Fransformagio. Para os
dados da taxa de cambio nominal, basta tirar a primeiva diferenca da série para
se delerminagr a variaciio da taxa de cimbio nominal. No caso da variagio do taxa
Selic real, ¢ necessdvin a utilizacdo de alguns cilculos que podent ser verificados
na plmiilha correspondente oo exemplo.

A esthnacio realizada segue o modelo do Banco Central utilizando duas
defasagens. Outro ponto a sev lembrado 6 que nio sio recuperados os valores dos
pardmictros estrufurals dos modelos. A fustificativa € que o modelo estimado tew
come furicdo prever a inflagdo futura ¢ determinar a velagio entre as varidveis.
Dado o cifoque sobre os precos, analisam-se o fungdo resposta ao hupulso e
a decomposicao da varidncia sobre os precos lvres. A Figura 6.8 apresenta o
resutftado da fungdo resposta av ingrdso dos precos tivres para um chogue de wm
desvio-padiiio na veriado da taxa de juros real e na variagdo da faxa de cambio
nowbinal. Pode-se perceber que o cdmbio tem wua maior influéncia sobre os precos
fivres do que a laxa de juros. Esse fato ¢ corroborado também pela decomposicio
da varidncia mostrada na tabela a seguir,

Resposta dos pregos livres av cambio Resposta dos pragos livres aos juros

0.3.[__

I:. b2,

0.1
N : T B
E 0,04 D o i
T T T T T T T T ‘0-11— T T T . T T T T T
2 3 4 5 & 7 8 9 10 i 2 3 4 5 B 7T B 3 1o

Figura 6.8 Resposta ao inipiiso sebve os procos.
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Decomposigio da varidncia dos pre¢os livres

Periodo  Livres  Administrados Céambio  Juros

1 100, 60 f, 00 0,00 (1,00
2 82,93 1,69 15,24 0,14
3 72,00 T 1,65 26,24 0,11
4 64, 43 1,82 33,57 0,17
5 60,20 2,62 36,90 0,27
6 58,43 2,98 38,62 0,37
7 57,56 2,53 39,51 0,35
8 56,62 2,53 40,41 0,43
9 55,65 2,78 41,13 0,44
10 55,02 2,90 41,64 {,44

Nole que nos prinieiros meses a variducia da inflagho dos precos Hores €
quase totalmente explicada pela propria inflacio dos pregos livres. Ao longo do
tempo, ganthain importdncia a desvalorizaglio cambial (chamada pass-through)
e o efeite dos pregos administrados. Observe ainda que o efeito dos juros
é pequena,

6.8
Teste de Granger - Causalidade

Continuando com o sistema bivariado que tem sido usado, pergunta-se se uma
varidvel é capaz de prever outra e em que condicdes. Em outras palavras, a
questdo fundamental ¢ saber se o escalar y ajucla a prever o escalar z. Se isso ndo
acontece, entdo diz-se que y nio-Granger-causa 2.

A forma de responder a essa pergunta é usando um leste F convencional,.
valido quando os coeficientes de interesse puderem ser escritos de modo a
multiplicar varidveis estaciondrias. Assim, o teste € feito da seguinte maneira:

. . |7 P
i, Tistime z; = doo + L0, piorliei + YL inzioi+ e
2. Teste se y nao-Giranger-causa z usando o teste de F, sob
Ho oy = = =Ppnn =0x Hy gy #0,i=12,....p,

em que a estatistica do teste ¢ dada por:

2 g2
Sy = _&__@)i__ A (p.T~2p-1),
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em que r representa restrito e u, ndo restrito. Se §; > F7*, rejeita-se a
hipétese nula de que y ndo-Granger-causa z.

3. Um teste equivalente é:

{0l 2
I _T(L’,.—&n) d 2
2= 2 — Ay
Ci

Rejeita-se a nulase 5» > ;(f, {5%]).

Nota 6.9 Enders (2004} refere-se a esse feste assumtindo que todas as varidveis sifo
estaciondrias, ou que os coeficientes de interesse mulliplicam varidveis estaciondrias.

Nota 6,10 Teste de causalidade de Granger ndo € a mesma coisa que teste de
exogeneidade. Para que z; seja exdgeno a yy, € preciso que z; nifo seja afetado
contemporaneamente por y;. A forma reduzida do VAR nido permite que se faga
esse lipo de teste. O leste de causalidade de Granger inclui, pois, valores correntes
e passados de y; sobre z4. ' o

Pode-se fazer o mesmo teste em contextos de mais varidveis, cujo nome €
teste de bloco-exogeneidade, ndo obstante Enders (2004} sugira o nome de bloco-
causalidade, talvez mais apropriado para o contexto do teste. Estima-se o modelo
com e sem restricdo e utiliza-se o teste F, como visto anteriormente.

E importante observar que, em sistemas com n > 2, o teste de causalidade ¢
mais complicado de ser feito e a interpretacio necessita de maiores cuidados. O
problema que pode ocorrer ao néo rejeitar a nula é ndo perceber a dindmica mais
complicada do modelo em que uma varidvel, apesar de nao causar diretamente
oufra, por exemplo, yy ndo-Granget-causa vy, pode causé-la indiretamente. Isso
ocorrerd quando Iy causar If3, que, por sua vez, causa yy;. O teste de Granger-
causalidade néo foi desenvolvido para esse tipo de caso.

Para entender melhor o argumento anterior, considere, come exemplo, um
sistema trivariado (Liitkepohl e Krétzig, 2004):

Yt p | P @i ¢z
Y2 | = Z Pinn Pizz Pins Kyt er
Yar =g ¢ di

O teste de bloco-exogeneidade (causalidade) sugere empreender o seguinte
teste para verificar a causalidade de yz; a iy

Hy i ¢pi12 =0, Vi
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Entretanto, pode ser que Yy cause Iy indiretamente, por intermédio de y3;.
Portanto, para sistemas de equages de maior dimensdo, as reslrigdes para testar
Granger-causalidade sio complicadas restrighes nao-lincares. Mais detalhes so-
bre esse assunto podem ser encontrados em Liitkepohl e Kvitzig (2004), McCrorie
e Chambers (2006) ¢ Dufour ¢ Renauli (1998).

Exemplo 6.12

Lt exemplo bastante siiples de aplicago do teste de cousntidade de Granger ¢
encontrado ent Taylor 2001). O autor festa a eficdcin do comite norte-american
de politica nonetdria - FOMC - ent definir a taxa de jtiros, denominada Fed
Funds, a partir de nm teste de Granger envolvendo a mela part 05 juros e suq
taxe ofetiva.

No case brasileiro, podem-se ietilizar 4 weta para o taxa Selic defivida pelo
Copom ¢ a taxa Selic efetiva observadn ne mercudo finnnceiro séries encontradas
o site do Banco Central do Brasil). Se o Banco Central, de fato, delerming a tnxn
Selic, enkio alteragdes na faxa efetiva praticada no mercado fisanceivo deveriam
responder s alteragdes na meta definida pelo Banco Central. Por oultro Indo,
nio hd razdes para acreditar que alteracdes nas taxas de wmercade afeten a meln
definida pelo Banco Central (as alteragoes didrins na taxa Selic sfo cousidas
principatmente pela necessidade de caixa dos bancos naquele dia).

O teste de cunsalidade de Granger deve ser realizado ahlizande varnivets
que sejant estaciondrias. Por meio da tabeln a seguir, pode-se verificar que us
sérics de taxa de juros efetion e de meta sflo estaciondrios somente ent priveivi
diferenca. Devido a esse fato, wtilizam-se as séries em primeira diferenca para
realizar o teste de causalidode de Granger,

Teste Ng-Perron

MZa Mzi  MSB  MFPT
Mein — Nipet —5,706 —1,440 0,252 5,030
Meta - Primeira Diferenga —943,032 —21,714 0,023 0,025
Efeliva - Nivel —5,1683 —1,315 0,261 5,420
Efetiva - Primeira Diferenca 14,426 2,685 0,186 1,698
1% - 13,800 —2,580 0,174 1,780
5% 8,100 ~1,980 0,233 3,170
10% -5, 700 --1,620 0,275 4,450

O restidtado do teste de Granger, fucluindo as varidveis “meta”, qie ¢ o
objetivo parn a laxa Sefic definida pelo Copont, ¢ “efetiva”, que ¢ a tava Selic
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efetiva didria, enconira-se a seguir. Como os dados sdo didrios e apenas para
os dias tteis, utilizam-se 20 defasagens de cada varidvel. Lembrando que as
varidueis estdo em primeira diferenga, entio 0s resultados do teste informam
se @ variagde de wma varidvel ajuda a explicar a variacio da outra defasagem.
Como pode ser observado na tabela, rejeita-se a hipétese de que a “meta” nfio
causa (no sentido de Granger) a taxa “efetiva”, do passo que se pode rejeitar
a hipdiese de gue a taxa “cfetiva” causa a taxa “meta”, o que & exatamente o
resultado esperado.

Teste de Causalidade de Granger

Hipotese Nula Obs  EstatisticaF  Probabilidade
META nao-Granger-causa EFETIVA | 1858 4,503 0,000
EFETIVA ndo-Granger-causa META 3,385 0,992

6.9
VAR Estrutural

Existem outras formas de definir restrices sobre a matriz A, de modo a iden-
tificar os pardmetros estruturais. Nessas outras, seguem-se mais estritamente
argumentos econdmicos a ponto de impor restrigdes que chegam a sobreidenti-
ficar o modelo, se o niimero de restricSes for superior ao nimero de coeficientes
estimados na forma reduzida. Ou seja, enquanto a metodologia de Sims (1980)
usava a economia para definir a ordenagio das varidveis, é possivel buscar
restrigdes econdmicas de forma mais abrangente. Isto €, usa-se a teoria econdmica
para definir as restrigdes da matriz A completamente.

Esta secdo trata do VAR estrutural, com o qual se podem recuperar os parame-
tros estruturais do modelo. NZo se constitui, portanto, da simples imposigao de
uma estrutura ordenada de residuos, como é o caso da decomposicao de Choleski,
mas da busca de restri¢des plausiveis sobre os pardmetros.

Nota 6.11 Poderiam scr tentadas wvirias ordenacdes no VAR para a escolha da
wmellior, quando se usa a decomposiio de Choleski. Contudo, quando o0s residuos sao -
correlacionados, ordens alternativas das varidveis nilo séo uma solugdo prdtica.

Para entender o procedimento, considere um VAR (1) com n varidveis:

AX, = By + By X;_q + Bey.
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Quando se estima a forma reduzida, obtém-se os residuos €, tal que;
Bé = Ady.

O problema é restringir o sistema, de forma a recuperar € conforme a
hipolese de que cada residuo do sistema estrutural é independente um do outro.
Para comegar, usa-se a matriz de covariancia dos erros da forma reduzida:

a2z o Uy
. a1 Tz - O
= ;
Tyl Uz o o

em que cada elemento é estimado pors:

R
O"J'j = -T 2—161]3)!‘;.
i

Como ¥ & simélrica, existem ot (1 + 1) /2 elemenios diferentes. Como 0s
¢lementos da diagonal de A sdo unitdrios, a matriz contém (n? — u} clementos
desconhecidos. Além disso, desconhecem-se i valores relativos & variancia dos
clementos do vetor . Portanto, hé #? elementos desconhecidos e n (i + 1) /2
conhecidos. Logo, é preciso impor n? —{nf{n+1)/2) = n{nm-1)/2 restrigoes

sobre o modelo estrutural.

Nota 6.12 No caso da decomposicio de Choleski, é exatamente isso 0 gite acontece,
pois os elementos acima da diagonal sdo iguais a zero e perfazemt wm tofal de
ni{n—1) /2 elementos.

Nota 6.13 A imposicio de n (n — 1} /2 restriies nao ¢ suficienie para a identifi-
cagdo exata, pois existem wio-lincaridades no sistema de equagdes, as quais podem
gerar virigs solugdes como mostra wn exemplo adiante.

Entio, de modo geral, é verdade quer

BB = Var (Aes} = A Var(e,) A

o () acentw circuntlexa represenia residuo estimado, como vem sendo a praxe notacional deste exioe,
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Usando essa estrutura, em um caso bhivariado, discutem-se as virias possibi-

lidades de restrigdes que podem ser impostas ao modelo.

Exempio 6.13
Suponha v segutiitte sistenn de equacdes, ent gque se admite confiecer a malriz de
covarifneia de eg:

2ol [ 1 ey 1105 04 U an
0 v a1 0,4 0,6 PR
0,5 + U, 4{?]2 0,4 + U, 6!?12 1 T2y

0,501 4 0,4 0,44 +0,6 12 1

0,5+ 0,814 0, 6(??2 0,502 4+ O, daypday; + 0,44 0,60,
0,571 + 0,4 4 0,4a3009 + 0, 6045 0,503, + 0,805 + 0,6

Hi trés equagOes independentes cont quatro incognitas (ay, a1, JE} . [rgz):

ol 0,540,8a; +0,6a%,;
020,535 +0,4+0, daatn + 0, 6ay5;
vl = 0,503 + 0,8ay +0,6.

fmpondoe a restrigao de Choleski, nyy - O, calculam-se:

0621 =0,5
0= 0,000 +0,4 = a3y — 0,8
v, = 0,503, + 0,80y +0,6 = o2 =0,28.

Portanto, a recuperagdo dos erros estrulurais ¢ imediata, ji gue os parinie-
fros de A multiplicando e geram 1. A partiv deles, gera-se a funcdo resposia ao
impulso. No caso de uni VAR (1) bivariado, essa fungiio é:

- 0
LP!‘ et (Df]
=ity 1
Exemplo 6.14
E possivel inpor ordras restricoes, nornwninenic decorrventes da teorin ccondniica.
Por exemplo, wma inovacdo ent ey pode fer i efeifo unifdrio ent yy. S¢ isso ¢
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verdade, poderin ser imposto que ay = 1 ¢ se resolver o sistenta dado no exeniplo

anterior. Nesse caso, é imedinto encontrar:

2

o, = 1,9;
10
121 = —-EJ-;
100 10
2 _ -
0'(,_-2 = 0,58—1 - 0,83 +0,6 = (,328.

Exemplo 6.15

Hif casos em que as restrighes podem ndo gerar resullados linicos. Por exemiplo,
ante @ impesigio de que a correlagio cruzada 1o nidelo bivariado estrutural é
vnica, ayp = a» = a, ndo hi unicidade de resultados:

—0,17
0=1,10+40,4+0,4° = a 0!923 ,
0,414
(}-31 = 0;5'1'0,8[? gl 016{"2 — 0’3] = 0,460 !
0,477
0% =0,50°40,80+0,6 = 0f =< o0

Na Figura 6.9, impfe-se que a2 =
da simulacdo sob a;p = 0,2 = by

195

1 para a fungdo resposta ao impulso
0,2. A imposigio ¢é falsa, porque

se sabe o verdadeiro processo gerador de dados (412 = 0), porém serve para

Resposta de y a choque de um desvio-padrao

Resposta de 2 a chogue te um desvin-padrao

04

0,24

0o

0,2

| ~— Choque emy ---- Chague em z] — Chogque emy ---- Cht;due em z|

Figura 6.9 Frn¢lio resposta ae inpulse - VAR estrutural impondo, erronteamente, iy = 1 asérics

sinngadas coniapy = Qe byp = by = 0,2,
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ilustrar a lécnica ¢ verificar os cfeitos de que a imposicio de uma restrigdo falsa
gera resultados discrepantes. Por isso, a Figura 6.9 deve ser comparada com a
Figura 6.5.

A comparagie enire ambas as figuras mostra que a imposicdo falsa de
restriches gera fungdes resposta ac impulso bastante diferentes entre si. Nos
exemplos usados aqui, é ficil ver que a imposicio € falsa. Entretanto, na prética,
ndo se sabe qual o verdadeiro processo gerador de dados, porisse é dificil saber se
a reslricdo imposta ¢ falsa ou ndo. A recomendagao é preflerir a teoria econdmica a
restricoes ad fioc, como é o caso do uso da decomposicac de Choleski. A teoria
econfmica ajuda bastante a definir as restrighes e deve ser usada para testes de
robustez, quando existemn vérias possibilidades diferentes.

Nota 6.14 A simulacdo do modelo foi feita de forma que a decomposigiio de Choleski
funcionasse perfeitamente, Cont dados reais, é muito mais provdvel que as im posicoes
econdniicas fagam mais sentido do que fmnaginar que o processo gerador resulta de um
utodelo que pode ser representado segundo a decomposicio de Choleski.

6.10
Decomposi¢ao de Blanchard e Quah

Blanchard e Quah (1989) sugerem uma forma de identificagdo com base em
restri¢des determinadas pela teoria econdmica. A idéia € impor resirigbes a
respeito do comportamento de longo prazo de uma varidvel a partir do choque
estrutural em outra varidvel. A seguir, discute-se com alguns detalhes essa
metodologia, seguindo a exposigio dos autores mencionados.

O exemplo de Blanchard e Quah é motivador. Eles supdem uin vetor X; =
{Ayy, m)’, em que I representa o logaritmo do produto, e i, a taxa de desem-
prego. As varidveis respondem a um vetor de choques dado por g; = (€d4.€1s).
O produto ¢ afetado por choques de demanda, e o desemprego, por choques
de oferta. Os choques entre oferta e demanda nae sio corrclacionados, ainda
que possam existir argumentos contrdrios a essa hipétese. Eles interpretam os
chogues da seguinte forma: os choques de demanda tém efeitos tempordrios; os
choques de oferta tém efeitos permanentes. Finalmente, eles usam essa interpre-
tacao para impor restrigtes apropriadas e identificar o modelo.

Para formalizar essas restri¢des no modelo economatrico, convém reescrevé-
lo na forma estrutural dada a scguir, ignorando a existéncia de constante e
normalizando 8 = I ,

AXe =Y BiXi.j+ey,
j=1

em que var {g) = [.
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O modelo na forma reduzida fica:

p P
X = ZA_IBJ;X;_.J'-F A_IE; = Z@;Xf_;'-‘rf:‘r,
=1 =1

em que
A-_IIB}'E(D,;; Aegp = €.

Sendo X; estaciondrio, 0 modelo pode ser escrito segundo a representacan de
Wold. Havera duas representacoes equivalentes de Xj, dependendo de o modelo
partir da forma reduzida ou estrutural. Partindo da forma reduzida, poede-se

escrevé-lo coma:;
p , P A
I—Z@;L! Xf:t’;ﬁ?Xf: I_ZCDJL; gy —=
j:] )l;=l
X = (Z Cij) e, {(13)
j=0
em que
poNTY e
Co= L (1— Zcbju) = (L c;-Lf) ; var(e) = X
j=1 i=0
Partindo da forma estrutural, obtém-se:
P p AN
A-ZBJ.'L'F X;:E‘f:>X1= A—ZB}L} €y —=r
j=1 =1
X = (Z A;-U') €1, (14)

j=0

Dado que Cp = I, das equacBes (14) e (13) resultam as seguintes relagdes:

em que

Aper = &1 = ApErj =03

AJ.‘F:;_!' = CJ.{’;__‘,' - Ajé‘p_;’ = C;'ADEF--;'
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Finalmente, convém tracar a relacdo entre a matriz Ag ¢ a matriz A. Para
isso, congidere a decomposigdo do modelo VAR estrutural com a decomposigao
estrutural de Wold.

-1

LA d :
A[I-Y AT'Bil | Xy =e == X, = {1-Y AT'BL/ | Ale
j=1 _ i=1

- j -1 = -1
2 GU AT e =) CiAT e,
j=0 =0

Comparando essa equagio com a equagdo (14), conclui-se que:

Aj=CAl =
— -1 .
CiAp=CA™ .
Ag = AL

Essa relacio € importante porque serdo impostas restri¢des & matriz Ag. Ora,
nédo deve tomar muito tempo do leitor entender que as imposigdes sobre Ag sdo
equivalentes a impor restri¢des sobre A, como feito anteriormente.

Com essas relagbes, pode-se verificar o primeiro conjunto de restrigdes exis-
tentes até o momento e que sic andlogas ao que ja foi visto nas segdes anteriores.
Do termo Agey, verifica-se que:

A(]Ef = g} —
AgAL = L.

Esse sistema de equagtes resulta, como j4 foi visto, em 1’-(-'%ﬂl equagdes. No

caso bivariado, sdo explicitamente dadas por:

1l

2 2 (Y.
ajy,p + A7 = var(e));
@11,0021,0 + A1208220 = €OV (€1,02) ;

2 2 .
51 + Ay = var{ez).

A partir desse ponto, é necessdrio introduzir as restri¢es de longo prazo,
como sugerido por Blanchard e Quah {1989). A imposi¢io dos autores pode ser
visualizada partindo-se da equagdo (14) no modelo bivariado. Tal equagéo pode
ser reescrita como:

o0
X =% f,j a1z

Ey_q.
j=0 | f21j G2 !
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Portanto, para que o choque de demanda nio tenha cfeitos de longo prazo
sobre o produto, a seguinte relagio deve ser imposta:

o

ZH“J‘ =10

i

Ora, tendo-se Ay e €, este obtido da estimagio do modelo reduzido, e
valendo a relagio A; = Ay, pode-se obter Aj. Cabe aqui um pouco mais de
detalhes sobre o modelo, O vetor X é estaciondrio, de modo que nenhun choque
tern efeitos de longo prazo sobre as varidveis endogenas, variagdo de produto e
desemprego, no caso. A restrigio imposta, ﬁ}’i“ a0, implica que &; 4 ndo
afeta o nivel do produto. Por que ¢ assim? Usando o argumento de Blanchard e
Quah, o, 1) é o efeito do choque da demanda sobre Ay depois de j periodos; logo,
}:?D:U ayy,; representa o efeito dos choques sobre o nivel do produto. Se esse efeito
é nulo, explica-se a necessidade de impor a restrigao,

Para operacionalizar o procedimento:
b. Fstime o modelo VAR (p) c obtenhas as matrizes & ;
2. Obtenha as matrizes C; resolvendo:

oo . r .
o f ) - Ny .
Cev)= (1 ner)
f==0 Jol
3. Sabendo que A; - CjAg, imponha a restricio de longo prazo;
4. Resolva o sistema de equacdes ¢ encontre os coeficientes de Ap.
No caso bivariado, o passo Irés ¢ facil de visualizar, ignorando a situagio de

se tratar de coeficientes estimados, pois:

My M2 C1,p G IS KV XY
1 234 Crj €22 0 f220

Portanto, pode-se escrever:

o iz || @neto a2ty #1200 a2t

2 13, Apyatany 1 0210, dzotae il ma,

Impondo a restrigao do fonygo prazo, encontra-se & quarta equagao Jdo sistema

a ser resolvida juntamente com as demais (rés equagoes:

[eS] (™) o
E ity = U= dapp Z Cly L C12,i-

j=0 ! i
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Por conveniéncia, repetem-se aqui as quatro equaces a serem resolvidas
para encontrar os coeficientes da matriz Ag:

2 2 e fal
”11,[1 -+ R12,U = Vdr {(.])_.
ap iz + daton = cov (e, e;);

2 5 .
Myp+apg - var(e);

e o
a0 L 1, a0 L 12 = 0.
= i=0

I claro que sdo necessarios métodos computacionais para resolver o pro-
blema, haja vista a coinplicagio que é inverter (I - Lf:l (DJ-LI)? Felizmente, os
pacotes econométricos fazem 1sso facilmente.

Uma vez oblida a matriz Ay, podem-se recuperar os erros estruturais da
seguinte relagdo:

1
[ AU 2,

¢, assim, encontrar a fungao resposta ao impulso e a decomposigio da variancia.

A partir dos erros estruturais, pode-se construir a resposta do produto a
choques de demanda e de oferta. Blanchard e Quah {1989) advertem para nio
associar choques de demanda ao componente transitério do ciclo de negcios, ¢
choques de oferta, ao componente permanente de tendéncia. Eles argumentam
que o compenente transitorio pode ocorrer em virtude de uma combinacio de
choques na oferta e demanda, assim como choques de oferta afetaro simultanea-
mente s componentes ciclico e permanente da economia.

6.11
Estimacdo do Modelo Estrutural*

I possivel estimar o modelo estrutural por méxima verossimilhancga, depuois de
impor as restrigdes estabelecidas. Para isso, considere mais uma vez o modelo
estrutural:

Ir:'
AXy - E B; X ;i FBey, ¢ ~iid N (0, JT”) .

[

R . ) . . , _ _p : N ,
* Sempre € possivel visualizar a inversdo de if- L;_l @; L7 nsando substituicio recursiva. No caso de
- . . - i . . . - P » . "
um VAR (1}, & possivel devivar X, — Ly e o que implica que C; = @ Surgem complicagdes
em modelos de ordem mator, porém faceis de resolver usando um computador.
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- . . !}
Empilham-se as matrizes X5, de modoque ¥y - | X, X, oo XL
A2 A '[B; L, b‘},]. Logo, pode-se reescrever o modelo anterior coma:

XA A lB(—‘r,

em que B & a matriz de desvio-padriio de dimensao i x 1.
A fungio de verossimithanca serd dada por:

- .
n(A, A B) =~ n ,)-i} n2m - (2ﬂ In ‘A"jb‘B’A - “!|
. y
_ % V(X - AV (A'"IBB’A “) (X, — AY).

= pt]

Usando algumas propriedades para manipulagio de malvizes que podam ser
estudadas em detalhes em Littkepohl (2005), pode-se reescrever o lerno
L P a1y ;
Y% AYy) (A BEA V) (X - AYY)

f=p+1

da seguinle forma:

1 .
{1 - pitr {(x —AzY (A' 'BB’A"‘“) (X AZJ} .
: i / Lo Ly ! Al
em que X = [XPH, P.:.Qr---.r)('['] e - ET_Y;:-;-L’\‘M?/”"Y'I‘] :

Assim, obtémese:

In(A, A, B) - constante + E—F—;Z—‘U) (in |/"li2 - In |b’lj)

L L {A*B""IB TA(X - AZY (X AZY|

Se nio houver restricdes sobre as matrizes A e B, pode-se estimar

. (X Az)(x-Az)

T ’

em que (X - AZ) sdo os residuos do VAR reduzido, A = X2 (777" Dai, ¢

possivel concentrar a fungdo anterior para maximizar:

. T 2
In: (A, B) = constante + a 3 v (ln AP In |b’f)

[-I—:—@!r{/‘t’ﬂ"'lfﬁ Las].
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6.11.1 Teste LR para Sobreidentificacao

Ante a possibilidade de a economia prover mais restri¢des do que as necessdrias
para identificar o sistema, um teste de verossimilhanga pode ser empreendido.
Para isso, estimam-se os modelos sem e com restricdo, obtendo-se o valor da
verussimilhanga em ambos os casos. Em seguida, procede-se ao teste de razio
de verossimilhanga.

1. Calcule o valor da matriz de covariancia ndo restrita, dada por L.

2. Como se sabe que BB’ = ALA’, pode-se reescrever & como:

S=ATBB A,

impor as restricBes sobre A e B para maximizar a fungic de verossimi-
lhanca e encontrar os demais coeficientes livres:

_Z -1 foai-1 1 L o -1 toai—1 _].
> In|A™1BB'A ’—ige,(A BB'A ) ér.

3. Calcule a nova matriz de covaridncia restrita:
£, = ATVBBIA.
4. Proceda ao teste estatistico de razéo de verossimilhanga dado por:
LR =T (In|&| - n|£]) < 22,
em que g é o niimere de restri¢des acima de n {n — 1) /2.

5. Se ha dois conjuntos de restri¢des tais que q; > gz, pode-se testar a
hipétese de as restri¢Ses serem equivalentes pelo teste:

LR =T (S| -1, ) 5 22 ..
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Vetor de Correc

Uma das grandes criticas dos modelos ARIMA € o seu cardter eminentemente
estatistico, muitas vezes sem qualquer significado econdmico. De fato, quando
se diferencia uma série para estacionarizd-la, perdem-se muitas de suas caracte-
risticas (a constante, por exemplo). Além disso, séries de tempo com defasagens
degeneradas — por exemplo, uma série explicada apenas pela primeira e quinta
defasagens — sdo dificeis de justificar economicamente. No entanto, se séries
de tempo néo estaciondrias tém uma dinamica em comum, no sentida que
sera dado neste capitulo, pode-se especificar um modelo VAR mais completo
denominado modelo vetor de correcdo de erros — VECM. Esse modelo possui
significado econdmico, pois pode-se dizer que suas variaveis, em virtude da
dindmica comum, ttm um componente de longo prazo e um de curto prazo.

Para entender melhor essa terminologia, inicialmente define-se o que € coin-
tegragdo, segundo Engle e Granger (1987):

Defini¢do 7.1 (Engle e Granger) Os elewentos do vetor Xg, 1 x 1, sdo ditos
cointegrados de ordeni (d, b), denotados por Xy ~ CI{d, b), se:
i. Todos os elementos de X, sio integrados de ordem d, ou seja, sfio F{d);

ii. Existe um vetor ndo nulo, B, tal que:

!HZ‘-X;JﬁNI(d—b},b>O.
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A primeira condigdo diz que todas as varidveis constantes de X; devem
ter a mesma ordem para que possam ser cointegradas. Na verdade, trata-se de
uma condicdo bastante restrita, peis ha modelos em economia que relacionam
variavels estaciondrias com varidvels integradas. Essa condigio sera relaxada
mais tarde, porém no momento retenha-a na mente para compreender o conceito.

As varidveis contidas em X; guardam uma relacio de equilibrio de longo
prazo. O termo que se uliliza € longo prazo porque as varidveis nio sio esta-
ciondrias e, portanto, tém uma tendéncia estocdstica. Essa tendéncia estocdstica
justifica a designagao de relagio de longo prazo. Se a tendéncia estocastica for
comum a todas as varidveis, diz-se que existe um equilibrio de longo prazo.

Formalmente, diz-se que existe equilibrio de longo prazo quando X' = 0,
isto ¢, o vetor f, chamado de vetor de cointegraqio, define uma combinacio
lincar entre vs elementos de X; perfeita no sentido de seguir uma tendéncia
em comum, sem desvio. Entretanto, no curto praze hd desvios dessa tendéncia
comum, de modo que o termo i é ¢ erro de equilibrio, porque expressa 0s
desvios temporarios do equilibrio de longo prazo. Neste momento, convém
introduzir um exemplo para esclarecer as idéias apresentadas. Considere um
vetor B = | By fs | que define o equilibrio de longo prazo entre as varidveis
integradas de ordem 1, xq; e x3, entio;

[ Yy Xxn ] gl = Prxye + foxz = 0.

Note que multiplicar ambos os lados da equagio por um nimero k < oo
ndo altera o equilibrio de longo prazo. Isso significa que, na verdade, o vetor
de cointegracio ndo ¢ tinico e, por isso, pode haver ambigiiidades para defini-
lo corretamente. Resolve-se esse problema multiplicando ambos os lados dessa
equacao por 1/, de forma a “normalizar” o vetor de cointegracio:

i
{ Xy Xop ] g | = Yyt faxyy =0, fo=

‘_Cpamm

Portanto, o coeliciente da primeira variavel endogena é sempre fixado em
1 e, daqui em diante, as referéncias a £ serdo feitas 4 sua versdo normalizada.
Convém dizer também quie, mesmo quandp hd desequilibrio de curto prazo, essa
normalizacdo nido afetard as propriedades de i, por se tratar apenas de uma
simples mudanga de volatilidade nesse termeo de desequilibrio.

Normalmente, séries econdmicas t&m ordem de integracdo menor que 2.
Séries estaciondrias tém ordem de integragéo 0, a exemplo dos retornos de agdes.
Em outras palavras, como j& sabido, a ordem de integragio € o numero de
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diferencas que deve ser aplicado a série para tornd-la estacionaria. A diferenga
(d — b} é a ordem de integragdo da série resultante da aplicagao do vetor ffa X

4 uma forma interessante de interpretar iy a partir disso. Dada a normali-
zacgio que se faz, o termo iy pode ser considerado o residuo de uma coordenada
do vetor X, contra as demais varidveis. Assim, se as varidveis sdo coiniegradas,
a aplicagdo de f3 sobre essas varidveis vai gerar um residuo, cuja ordem de
integragio sera menor que a ordem das varidveis originais. Para ganhar intui-
¢ao sobre o que isso signitica, convém imaginar um modelo bivariado, cujas
varidveis sdo integradas de ordem 1. Se essas varidveis cointegram, significa
que o residuo resultante de uma contra outra é eslacionario, ou scja, de ordem
0. Feonomicamente, isso significa que hd uma relagdo de longo prazo entre as
coordenadas desse vetor, pois a ordem de integragio da serie diminu. issa
relacio de longo prazo é perturbada por chogues de curto prazo representados
por ;. Porém, sendo estacionario, trata-se de uma perturbagﬁo que tende a
dissipar-se ao longo do temypo, de modo que as variaveis originais voltam a seu
equilibrio de longo prazo. O tempo necessdrio para a dissipagio do choque vai
depender do ajustamento do modelo, evidenciado por um pardmetra chamado
ajustamento, o qual serd discutido mais tarde.

A teoria de coinfegragao preocupa-se, entdo, com dois pontos fundamentais.
O primeiro ¢ testar os residuos 1y, para constatar tratar-se de uma varidvel estacio-
néria. O segundo ponto é, dado que wy € estaciondrio, usar essa informacéo para
ajustar melhor o modelo VAR, denominado por causa desse ajuste de quase-VAR.
Quando se uliliza a informagido decorrente desse fato, tem-se o modelo VECM,
em que se incorpora o erro de equilibrio, por isso a denominacio modelo vetor
de corregio de erros,

Considerando a necessidade de obter uma perturbagio estaciondria, a ques-
tio que emerge ¢ a de como testar se 0s residuos sao, de fato, estacionarios. Parcce
ger natural, nesse caso, pensar no teste de raiz unitaria sobre os residuos, ¢ é
no que constitui o teste de Engle e Granger, objeto de estudo na proxima segao.
FEssencialmente, 0s autores desenvolvem o teste de raiz unitdria para os resfduos
de variavels coinlegradas.

Para visualizar como as séries se comportam, a Figura 7.1 reproduz uma
simulacdo em que hd duas séries que colntegrarm iy = py -+ € 02 = iy F 6y, M
que wp & um passcio aleatorio. Os residuns sao estaciondrios, © o INspegao visual
sugere, verdadeiramente, que eles nao divergem.

A simulagio procura esclarecer por que séries ndo estactondrias teriam uma
mesma trajetoria de longo prazo. Acaba mostrando que a razao é {er um elemento
de longo prazo comum entre elas. Na prdtica, & nas razies econdmicas que se
procurari a justificativa para o equilibrio de longo prazo das varidveis.
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Figura 7.1 Vavidveis cofifegradns: iy = oy Cyt € 2p = Jip -k €, ent i jiy € i passeio aleatirio,

Nem sempre, contudo, € imediato inferir se as sérics cointegram. Esse pro-
blema € particularmente mais evidente emn modelos com mais de duas variaveis.
De fato, a Figura 7.2 contém séries simuladas a partir do mesmo valor inicial e
que parccem divergir ao longo do tempo. Entretanto, as séries foram construidas
de modo a que cointegrassem. Na verdade, as séries nio cointegram quando
tomadas duas a duas, enlretanto, quando simultaneamente combinadas, elas
geram residuos estaciondrios.
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Figura7.2 yy — | + Cylo Zp = Ty | 4 €xp, Wy — Wy | 6.

Se duas varidvels B ordens de in l'eghl‘aqﬁo diferentes, qualquer combinagio
lincar entre elas resultard em uma varidvel cuja ordem de integragéo serd a de
maior ordem. Em outras palavras, a ordem de integracdo da varidvel de mator
ordem domina a da varidvel de menor ordem. Esse falo sugere a necessidade

de as varidveis serem de mesma ordem para haver cointegragdo, o que ¢ uma
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conclusdo verdadeira. Contudo, em um modelo em que o namero de varidveis
end6genas é maior que 2, nem todas as varidveis precisam ter a mesma ordem
de integragdo para exislir cointegragao. Supondo o caso de trés varidveis, Xy =
[ye, xe, z;]", sendo duas integradas de ordem 2, y; e x;, e uma integrada de ordem
1, z;, é possivel imaginar que as duas varidveis de maior ordem sejam C (2,1} ea
resultante, quando combinada com z, seja C (1,1). Isto &, pode-se imaginar um
vetor 8 entre yy € x; que gere uma varidvel, w; ~ I(1), e, a seguir, um vetor 77
gue combine w; e zy, resultande em wm modelo estaciondrio. Formalmente, as

confas sac;
= 1wy~ 1{1};

|
<
|
=
1

Ty 4 Tz = Hyp ~ I(U) .
Outra forma mais direta de escrever é usando um tinico vetor = [1 f m|":

i
{ YooXe % Bo | = yi + Boxr + 72zy = Uy
. i

A conclusio dessa abstragio ¢ a necessidade de se ter pelo menos duas va-
ridveis integradas de mesma ordem na ordem méxima de integracao enire todas
as varidveis, para existir cointegragio. A combinagao linear das coordenadas do
vetor X, serd estaciondria, isto é, 17, serd [ (0) se, aplicando o teste de raiz unitiria
nos residuos estimados, rejeita-se a hipotese nula de raiz unitaria, conforme serd
esclarecido mais adiante. £ claro que u; pode ser expresso como um ARMA (p, q}
da seguinte forma: 1, = (8 (L) /¢ (L))es-

O tipo de combinagio descrito determina uma definigdo mais abrangente
do que a de Engle e Granger para cointegracao, enunciada por Campbell e
Perron (1991}

Definicdo 7.2 (Campbell e Perron) Os clementos do vetor Xy, n x| sdo ditos
cointegrados de ordent {d, b), deriotados por X; ~ Cl {d, b}, se existe pelo wenos um

vebor B udo nudo tal gie:
= X/B e~ 1{d=b), b0

A vantagem mais pratica dessa formulagdo ¢ poder lestar hipoteses econd-
micas nao abrangidas pela definicao de Engle ¢ Granger. Se fosse mantida
aquela definigio e se houvesse um maodele econdmico que relacionasse varia-
veis ndo estacionarias com estacionarias, tal modelo ndo seria possivel de ser

testado adequadamente.
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Segundo essa definigdo, ndo é preciso que os elementos de X; tenham a
mesma ordem de integragdo, o que é desejdvel pela abrangéncia de casos que
interessam, mas engloba também possibilidades triviais e de interesse limitado.
Um exemplo trivial ocorre ante a existéncia de uma varidvel I (0) e uma variavel
1(1), de maneira que o exemplo trivial ocorre ante a existéncia de uma variavel
1{0) e uma varidvel I(1)}, de maneira que o vetor de cointegracdo terd coeficiente
zero para a variavel I{1). De qualquer forma, a importiucia dessa defini¢fo est4
na abrangéncia de todos os casos de interesse. Em geral, estudam-se apenas os
casos em que as varidveis endégenas sdo integradas de ordem 1 ou ha vdrias
integradas de ordem 1 e algumas de ordem zero.

Convémr dizer finalmente que o modelo pode ser estendido para incluir

~ constanle e tendéncia deterministica:

iy = X¢'B— iyt - po.

7.1
Teste de Cointegracao de Engle-Granger

O teste de cointegragio de Engle e Granger (1987) é indicado para ser feito sobre
uma tinica equagio. Trata-se de um teste imediato e fdcil de implementar. Em um
modelo de varias varidveis, é possivel existir mais de um vetor de cointegragéo.
Especificar quais equagdes devem ser testadas constitui um problema a ser
resolvido antes do teste. Ndo obstante, a sclug@o estard na especificagio das
relagbes econdmicas entre essas varidveis.

Para iniciar, suponha um sistema bivariado nas varidveis y; e x;, integradas
de ordem 1. Engle e Granger proptem uma metodologia a trés passos para deter-
minar se essas variaveis sdo C1(1,1). A metodologia consiste em estimar a relagio
de longo prazo e armazenar os residuos. Se as varidveis forem cointegradas, os
residuos serdo estacionarios. Portanto, o objetivo ¢ fazer o teste de raiz unitdria
nos residuos. Se a hipotese nula de raiz unitdria dos residuos ndo for rejeitada,
as varidveis ndo serdo cointegradas. Em contraste, a rejeicdo da hipétese nula
implica que ‘as varidveis sdo cointegradas, pois os residuos serdc estacionarios.
Procede-se ao teste da seguinte forma:

1. Execute o teste de raiz unitdria nas yaridveis de interesse e certifique-se de
que sdo { {1}

P O caso de haver varidveis [ {2) em conjunto com 1 (1) serd discutido a seguir.
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2. Estime a relacio de longo prazo e obtenha i, em que o circunflexo
representa parametro estimado;

3. Faca o teste de raiz unitaria nos residuos estimados, usando o procedi-

mentoe ADF:
,opol
Afiy = iy + Z A Aty + vy

i=1

A nio-rejeiciode Hp - = 0 implica que os residuos tém raiz unitdria, de
modo que as varidveis ndo cointegram.

Como os residuos sdo estimados, ndo € possivel usar os valores tabulados
convencionalmente. Trata-se, agora, de usar uma tabela apropriada a varidveis
estimadas, como aquela encontrada no proprio trabalho de Engle e Granger
(1987). Outra alternativa ¢ utilizar o procedimento de MacKinnon (1991}, o qual
inova porque abarca todos os tamanhos de amostra. A tabela depende do nimero
de observacoes, ntmero de varidveis endégenas e existéncia ou néo de constante
e tendéncia linear. )

O coeficiente § é estimado por minimos quadrados ordindrios. Na presenca
de cointegracdo, ele serd superconsistente. O conceito de superconsisténcia sig-
nifica que o coeficiente se aproxima mais rapidamente do seu verdadeiro valor
do que se fosse estimado com varidveis estaciondrias diferenciadas? quando a
amostra & aumentada. O resultado é em virtude do fato de as varidveis serem in-
tegradas, pois o efeito de ndo-estacionaridade se superpde ao de estacionaridade,
mesmo que haja significativa autocorrelagio dos residuos.

‘Nota 7.1 Tendéncia deterministica domina a nifo-estacionaridade de primeira ordem,
que domina estacionaridade, no sentido de convergéncin assintbtica.

Em um sistema de 1 varidveis endégenas, havera no maximo n — 1 vetores de
cointegragdo. Para entender por que ndo se pode ter mais do que 1 — 1 vetores
de cointegragdo, suponha o caso mais simples em que n = 2, isto €, um sistema
bivariado (i, x;) em que ambas as varidveis siio I (1) e possuem um vetor de

2 Isto &, se a relagio de cointegragio ¢ dada por y = px; + €1, 0 mesmo B pode ser estimado quando
se subtrai y,_; no lado esquerde da equagio anterior e fx;) + -y no lado direito, resultando pa
moadelo Ay, = BAxy + HEy. Entretante, a taxa de convergéncia do estimador nesse caso € bem mais
lenta que ne caso de estimar o coeficiente na nivel.
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cointegragao (1, —b), tal que ¥ - bzy ~ [{0). Agora, suponha que exista outro
vetor de cointegracao, {1, —c), que torna as séries 1(0): yr — cz; ~ 1(0), entdo é
forgoso concluir a seguinte relagao:

Wi—cz = i — bz +{b—-c)zp
—— ——

~I{th (1) oub=r

Em palavras, se 6 = r, entdo existe sumente um vetor de cointegra¢io. Se
b # ¢, entdo a segunda parcela do lado direito da equagédo passa a ser importante.
Nesse caso, para que haja estacionaridade no lado esquerdo, € preciso que z; ~
1{0), o que ¢ um absurdo, pois foi suposto que z; ~ I (1).

Uma vez concluide o teste de raiz unitiria sobre os residuos e constatado
que sdo estaciondrios, o modelo original pode ser escrito na forma de corregao de
erros. Esse modelo é como um VAR convencional, porém se acrescenta o erro
de equilibrio e, por isso, chama-se VECM. Para visualizar umm modelo VECM
simples, considere que a relagiio de cointegracdo entre y; e x; seja:

yr = 4+ fzy 4 uy.

Entio, existem formas de manipular 0 modelo VAR de modo que, se existe
cointegra¢do, pode-se reescrever o medelo original de tal maneira que os residuos
entram explicitamente no VAR resultante. Os detalhes do procedimento serdo
explicados mais detalhadamente quando for discutido o modelo de corregéo de
ertos. Assim, introduzir 0s erros no modelo VAR implica eslimar o seguinte
modelo, para o caso bivariade Xy = [y z):

p-1 p-1

By = syl + ) A B+ ) A j Bz ey
=1 j=1
p-1 po1

Azp = oty g Z /\21,j4_1&}jf_j + Z )lg_:;_)],‘_;_]tﬁz;_.j + 0zt
=1 =

Pede-se ao leitor que aguarde mais alguns instantes ¢ deriva-se essa relagdo a
partir do modelo original. Por enquanto, apenas verifique como se usa o residuo
da cointegracio para estimar o VAR, B claro que, em relagdo ao modelo VAR ori-
ginal, simplesmente nas diferengas, ha alteragao da magnitude dos coeficientes.
O importante é perceber, contudo, que néo incluir os residuos de cointegragio no
modelo implica incorrer no erro de omissdo de variaveis explicativas, que resulta
em estimativas de pardmetros viesadas.

No casomais geralem que 11 > 2, haverd r < n — 1 vetores de cointegracéo (se
r = 0, nao existe cointegracao entre as varidveis). Para cada vetor de cointegragéo,
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havera um residuo estaciondrio, Mais claramente, na situagio em que r < 7, deve-
se considerar a regressdo de cada equagao diferenciacla com relagao aos r residuos
e as i varidveis enddgenas, de forma que {i;_; passaria a ser um vetor de residuos
ea;, i =1,2,...nseriaumvetorr x 1 a multiplicar o vetor ;.

7.1.1 Teste de Engle-Granger com Variaveis 1{2)

Multicointegracin estd associada a situagbes em que combinacdes lineares de
variaveis I (2) com varidvets ! (1) sdo estaciondrias. Um exemplo é quando se
consideram as varidveis xy; e xy integradas de ordem 2 e o vetor yy ~ I{1.
Entéo, é possi\fel ter:

¥y = boxo + yiw + 1y

Note que # = 0 impediria a obten¢io de estacionaridade, porque, sob
essa hipdtese, terfamos x; ~ I (2} combinado com varidveis [ (1), tornando
impossivel a existéncia de estacionaridade.

A especificagio anterior pode ser desdobrada em outras relagdes com as
mesmas varidveis. Um exemplo seria usar as varidveis de major integracao em
sua diferencga, conforme a seguinte especificagio:

X1 = Xy + w4 Xy - Uy

Sejam xyy, Y2; @ Xy, variaveis 1{2) e y;, um vetor de variaveis I'{1). Entado, o
teste é feito quase como nha se¢io anterior, da seguinte forma:

1. Estima-se o modelo completo:

X1 = p O+ byxyy + baxay + yadixy + yabya + i + .

2 Procede-se ao teste de raiz unitdria nos residuos estimados:

p-1
Az = afi_y + Y A Az

i=1

A nao-rejeigao de Hy @« = 0 implica que os residuos tém raiz unitaria
e que as varidvels ndo cointegram. Os valores crilicos nesse caso depen-
dem do niimero de regressores que sdo [(2), w2 = 1,2, do niimero de
regressores que sdo [ (1), n =0, 1, ,4, do mimero de observacgdes e da
forma dos regressores deterministicos. Veja Enders (2004} para os detalhes
das tabelas.
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7.2
Modelo de Correcdo de Erros

Esta se¢do elabora mais a versio do modelo de correcio de erros, estendendo-se
para possibilitar a existéncia de muitas varidveis enddgenas na presenca de
diversos vetores de cointegragéo, culminando com a descri¢io completa do
modelo vetor de correciio de erros, VECM.

QO modelo vetor de corregiio de erros ¢ uma versdo mais completa do VAR.
A idéia bésica é que o VAR com varidveis ndo estaciondrias, mas diferenciadas,
omite varidveis relevantes. O VECM corrige esse problema. Para entendé-lo,
considere 0 modelo multivariade VAR no nivel, ignorando a possivel existéncia
de constante:

X = Py X,l_| -‘rq)zX,l_z + -t CDPXI—P + 2.

Esse ¢ 0 modelo multivariado em que cada X; é um vetor # x 1 de varidveis
enddgenas. A ordem p de defasagem pode ser escolhida de tal maneira que 0s
residuos estimados sejam nédo autocorrelacionadoes entre si ou de acordo com o
critério de Schwarz.

Pode-se reescrever a equagéo anterior mais convenientemente da seguinte
maneira:

(= (L4 DL o 4+ DL )| X = e =
o (L) X;

Il

£y,
Observe, em particular, que, quando L = 1, entdo:
(D(])E [I—((Dl-l-‘bz R A {-(Dp)} = —.

Essa formulagdo serd adequada daqui a pouco, quando serde apresentadas
algumas defini¢des e teoremas que ajudario a determinar o VECM. O polindmio
caracteristico de @ {L} é dado por:

P :
D(Z)=1-) &7,
i=1
em que Z é uma matriz diagonal com n elementos?.
O termo P (Z) vai ajudar a determinar a existéncia ou nfo de raiz unitiria
e a quantidade de vetores de cointegragio a partir do seu posto. O polindmio

* Observe que, sendo Z urna matriz diagonal com elementos idénticos na diagonal, entio: AZ = Az,
em que z € o elemento da diagonal de Z.
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caracterfsiico tem o mesmo significado do caso univariado, emn que, para que
haja estacionaridade, lodos os autovalores da matriz @ devem estar fora do
cfrculo unitdrio.

No caso multivariado, ha alteracoes na forma de obter determinados resul-
lados analopos ao caso univariadoe, porém as idéias fundamentais sdo idénticas
e usadas para explicar us resullados de forma mais intuitiva. Assim, sabe-se da
algebra linear que, se o determinante de uma matriz é nulo, seu posio ndo é pleno.
Isto &, 1D (1)] = 0 == posto (D) < 0,00 sefa, 0 Progesso lem wna raiz unitdria,

de forma que @ (7} pode ser fatorada de fal maneira que
G2y (L= 7)1 M2V A7) () A a2l

O posto de uma matriz ¢ o ndmero de linhas ou cotunas independentes dessa
matriz. OO poslo serd sempre menor ou igual ao menor mimero enire colunas ¢
linhas. Ou seja, para uma matriz qualquer A com dimensdo r < 1, posto (A) =<
min |r, 1. Uma propriedade da matriz quad rada ¢ que, se seu posto € pleno, ou
seja, para wma matriz r o, com posto tgualar, o determinanie dessa inatriz ¢ nao
nule. Com isso em mente, é possivel enunciar o teorema doe Granger. O teorema
de Granger serve para separar a matriz de cointegragio da matriz de ajustamento,

cujas idéias fundamentais ja foram discutidas anteriormente.

Teorema 7.1 (Granger) Se [P(Z}, = 0 implica que 222 1eQ < posto () =

r < u, entdo existent as matrizes & e oo dimensio woxor tal que: d o= oagd

Como se verd, B é chamada matriz de cointegracdo ¢ a, matriz de ajustamento.
O teorema de Granger expressa a idéia de que se pode decompor & em duas
matrizes multiplicativas quando a matriz ndo tem posio pleno. Hssa serd uma
propricdade bastanic adequada para dar uma interpretacio ccondmica a séries
temporais e € a base para desenvolver o feste de cotntegracao multivariado de
Johansen, a ser visto adiante.

A parliv desses conceitos, pode-se tormular o modele vetor de correcdo de
erros. Esse modelo é obtido por manipulagdes algébricast da cquagio DL X~
¢¢. Inicialmente o modelo serd desenvolvido, aduiitindo-se fratar de um VAR (3),
depois serd enunciado o resultado para o caso de um VAR {11}, deixando ao leitor

a tareia de derivar o modelo mais geral. Assim, seja:

Ky== X,y dn X, 2 DXy 54 e

1 e fonma semelhante 3 teeen ulilizada pars obier a egoagio de ieste e Diekey-Eulle aurnentado
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A es8a equagao, some e subtraia ©1X; o

Xp =Xy 4+ DXy g FP3Xpg — PaXig b @3X) 3 bey
= Oy X (B (p:-',) Xy - D3AXK 5+ oy

Ao resultado anlerior, some e subtraia (P; 4- Da) X,y

Ke =D X +{ P2 - D3) Xy = (P4 03) X4y
H P+ D) Xy 2 - DA 2+ e
=P+ Dy P3) Xy — (P2 +P3) AKX 1 D3AXp +op

Finalmente, subtraia X;_; de ambos os lados para obter a versdao do VAR na
forma VECM:

XXy - Xoq £ (P + P4+ D3) Xy — (P4 P3) AKXy — P3AXK, 2+ ¢
AXp=—[1 = (P + P2+ D3} Xy 1 (D + D) AX, g — P3AX, 54 2

2
= P$Xp g+ ZA;&X; gte,

=1

~3 . E
em que Ay = — }_ﬁ- i ®pi=12
O caso geral ¢ derivado de forma semelhante e direta a partir do que foi feito
anteriormente:
gl
AXp = X+ Y NAX by,
-1

.

em que A; = — Lj.r i Pl =1L2, 0 1

Se ha raiz unildria, € claro que ®{I) = 0, de modo que ® - «p’. Entao,
pode-se dizer que f é amatriz que tem » vetores de cointegracio ¢ a ¢ a matriz de
ajustamento, com r vetores de ajustamento.

() modelo de corregdo de erros € assim chamado porque explica AX; por
dois componentes: 0s fatores de curto prazo, }_flj AAX L, e arelacdo de longo
prazo dada entre as coordenadas do vetor de varidveis enddgenas, ®X;_1, consi-
derando que haja cointegragdo.

sempre € possivel associar ao VAR a correcio de erros na presenga de
cointegragdo? Flaveria algum caso em que isso nao seria possivel? O teorema da
representacio de Granger mostra que a resposta a primeira pergunta é sim, ¢ a
segunda, ndo.

Teorema 7.2 (teorema da representa¢io de Granger) 5S¢ X; ~ CI({1,1), X,
ten representacdo em forina de VEC M.
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Convém dizer que Campbell e Perron (1991) nao mostram qualquer objegao
com relagio a sua definigdo de cointegragao com © feorema da representagio.
Com efeito, em seu artigo, 0 VECM é colocado sem qualquer restrigao.

Hs um caso interessante de cointegracio nao abrangido pelo desenvolvi-
mento feito até aqui: é o caso do VAR (0). Trata-se de um modelo univariado
em que ha cointegracdo entre varidvel explicada ¢ explicativas, porém sem a
necessidade de varidveis defasadas. Fsse caso é desenvolvido a seguir, iniciando

por meio de um exemplo,

Exemplo 7.1
Cousidere o nodelo normalizado yy = wx + e Subtraia vy de ambos 08 lados

da equaghio e some e sublrain 77X,y no fndo direito:

Yo Yoo = X = Ty Yt X T 0 =
Ayf = TTAX; — {yf—l ?Tl}_]) 4 &y =
Ay = Y
y=mhx—1 1 —-mn ‘ te
' Xp-1

Em vez de estimar o modelo como se apresenta, poderia ser estimado da
seguinte forma. Primeiro, estima-se a relacdo entre y; e Xy para obter os residuos
estimados da relacio de cointegragio. Em seguida, estima-se o modelo na pri-
meira diferenca, incluindo os residuos estimados da relagao de cointegragao para

obter o coeficiente de ajustamento « e o coeficiente 7. Isto &
1. Obtenha fd; = 3 — f1xe
2. Use o residuo estimado para estimar a regressao:

Ayp = AX + adfly + oy

Formalmente, operou-se a decomposigio da matriz [1 - | em aff. Esque-

maticamente, isso estd contido nas seguintes equagbes:

Y
X1

Ayy =AYy f‘cﬁ’ + ey

Ay = TAXy -+ &ifyy b ey

O que é importante notar aqui é que o procedimento permite estimar trés
pardmetros no modelo, em vez de apenas um se nao fosse considerada a possibi-
lidade de cointegracdo: n, B e 7. Alves e Bueno (2003) aplicam esse modelo para
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estimar a clasticidade no prego da demanda por gasolina, a elasticidade crurada
da demanda de gasolina em relago ao dlceol e a elasticidade renda da gasolina,
tanto ne curto quanto no longo prazo.

Assim, pode-se interpretar &« como a velocidade de ajustamento quando o
modelo sai de sua trajetoria de longo prazo. Para entender melhor, suponha que
¥r..1 descole de v, de modoe que 1y > 0. Quanto maior &, mais efeito tera
sobre y;, no sentido de reajustar o modelo em direcdo a seu equilibrio de longo
prazo. A carregdo € dindmica, por meio da diferenga entre y, e iy 1.

7.3
Teste de Cointegracao de Johansen

Johansen propoe um teste para definir o posto da matriz ® e, assim, estimar os
vetores de comtegragao contidos na matriz 8. Sua metodologia € interessante por-
que ¢ empreendida sitnultancamente a estimacao do modelo de cointegragdo. Isto
é, a metodologia de johansen permite a estimagio do VECM simultancamente
aos vetores de coltttegracio.

Mesmo definindo o posto de @, pode ndo ser possivel identificar & e §.
P'or isso, propoe-se wna normalizagio aos vetores de cointegragdo, de forma a
restringir as possibilidades que essas matrizes podem assumir.

Nota 7.2 As malrizes « ¢ B ndo sdo identificdveis, pois qualquer matriz F nio
singular resulta: & = oF (P‘l) ﬁ’, eint que F € uma matriz v x r. Pa_?'a fi Im?malizagﬁo,
a matriz I serd tal que representa o inverso do menor principal de f de dimensio r x v,
Isto é, a matriz F é utilizada para normalizar o5 vetores de cointegracio,

Exemple 7.2
Suponha o seguinte sistema de equagdes nfo-cstaciondrins na formu de vetor de
cotitfegragio:

yr=0x b ez gy

xp = dyr 4 ezp - ity

Cotocando esse sisteina 1na forma velorial, encontra-se:

!
1 =-b < I iy
-d 1 —e iy |
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A matriz que amltiplica o vetor X¢ = |y 7)) ¢ a matviz f5, sei
qualquer normmlizagdo. I wma matriz de posio 2, pois a tiltimn linha ¢ wna

combinacio das anteriores. Aplicando a inversa de

)]
—-d 1

sobre essa malviz, pode-se pormalizd-la:

| 1| bl

] T d b a 1]
| ' 10 (et be)
J— .l___ ] b ] _b - _ H‘l:—l (f., 4 %
I=bd | ¢ 1 -d 1 - 1 —— (e +co
- - 0 bd — 1 (e - cdf)

Para identificar o posto, Johansen propse dois testes, bascados em uma
estimacao de méaxima verossimilhanga com restrigao. A idéia deé Johansen é usar a
configuragdo multivariada ¢ procurar o posto da matriz <& de uma forma bastante
inteligente. A derivagiio matematica desses testes & complexa e é deixada para
outra secio, opcional. O leitor poderd procurar nas referéncias hibliogrificas, ao
final do texto, as fontes para entender tecnicamente os procedimentos sugeridos
por Johansen.

Entretanto, é possivel entender os testes mais intuitivamente. Essencialmente,
& é uma matriz 1 x n, cujo posto ¢ r < 1, se houver cointegragao. 5¢ o posto dessa
matriz for 1, entdo as varidveis enddgenas séo todas estaciondrias. Se o poslo da
matriz for nulo, entao nao exiske cointegracao ¢ as varidveis s3o ndo estaciondrias.
A idéia de posto nulo é andloga a idéia de raiz unitiria no modelo univariado.
Naquele caso, o coeficiente que multiplicava iy era nulo ante a presenga de raiz
unitéria. No caso multivariado, posto nulo significa que a matriz & = 0, portanto
trata-se de uma raiz unitdria multivariada.

Sabendo que o determinante de uma matriz € o produto de seus autovalores
¢ imaginando que o posto de ¢ estd entre 0 ¢ 4, entdo & possivel afirmar que @
terd r autovalores diferentes de zero e 12 — r autovalores iguais a zero. O problema,
portanto, & encontrar esses autovalores,

Para cstabelecer o teste, convém, neste momento, introduzir variaveis deter-
ministicas a0 modelo, uma vez que os valores crfticos dependem da configuragio
dessas variaveis. As varidveis deterministicas fardo parte da varidvel X, no nivel

e do vetor de coinlegragao:
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Xf = (DIXI—-I + (DZXI_Z + -+ (DPXI—P + (Srdf -+ ef,

e que
. ’ . .. . P . . .
di = [1,¢]" é um vetor com varidveis deterministicas e que poderia incluir
também dimmiies sazonais ou outras varidveis deterministicas;
4 & uma matriz de coeficientes, cuja dimensdo ¢ compativel com dy, nesse caso
com dimensio 2 x 1.

Reescrevendo o modelo anterior na forma VECM, obtém-se:

p-1
AXy = DX+ Z A,‘AXI__,‘ + ydg + e4.
i=1

Maximizando essa especificagdo com restrigdes sobre a matriz de covarian-
cia, conforme procedimento descrito no fim deste capitulo, é possivel obter os
autovalores da matriz ¢, Esses autovalores podem ser ordenados, sem perda
de generalidade, do maior para ¢ menor: Ay > A; > --- > A, cada um deles
correspondente a um determinado autovetor que serd associado aos vetores de
comntegragdo contidos em . Do ponto de vista prético, o pacote econométrico
a ser utilizado calculara os autovalores e os ordenard, bem como procedera ao
teste com o respectivo valor critico, jd que a distribuicio do teste, assim como no
caso de raiz unitdria, ndo é convencional. A partir desse ponto, hd dois testes que
podem ser empreendidos, ambos designados por Johansen.

O primeiro teste é 0 do trago, que assume como hipétese nula a existéncia
de r* vetores de cointegragao contra a hipotese alternativa de r > r* vetores.
Formalmente:

Hi:r=v"xHy:r >

A estatistica do teste é dada por:

A (r) = =T L In{1-A).

i=r+1

- Nota 7.3 Os autouvalores sdo normalizados de fal maneira que sempre seriio menores
guee 1, portanto ¢ In serd negativo. Isso é possfvel por causa da ndo-identificabilidade
da matriz . )

A logica do teste € a seguinte. O posto da matriz © ¢ igual ao namero de
suas raizes caracteristicas diferenites de zero. Se ndo existe cointegragio, entio
os autovalores obtidos serde proximos a zero, denotando nao-estacionaridade
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ou instabilidade da matriz @, ¢ In(1 — A;) — 0. Se isso aconlece, a estatistica
do trago resulta em valores pequenos, de tal modo que ndo se pode rejeitar a
nula. Se, por outro lado, A; ¢ significantemente diferente de zero, entao In{i—A)
serd negaltivo. A estatistica terd um valor alto, e a nula serd rejeitada em favor
da alternativa.

O teste é crescente, ou seja, inicia-se com a soma de » “logs” de I menos
o autovalor, admitindo-se inicialmente que r* = 0. Rejeitando a hipotese nula,
significa que hé mais de um vetor de cointegraqo. Entao, parte-se para a soma
dos 11 — 1 “logs” de 1 menos os autovalores correspondentes, até que ndo se rejeite
mais a hipétese nula de que ha r* vetores de cointegragao.

A distribuicac desse feste é um processo de difusdo, ou seja, ndo é uma
distribuicio convencional. A tabela mais recente a respeilo dos valores criticos
pode ser encontrada em MacKinnen, Haug e Michelis (1999). Normalmente, o3
pacotes econométricos ja possuem essas tabelas embutidas.

O segundo teste & o de razéo de verossimilhanga, aparentemente com resul-
tados mais robustos que o anterior, mas também com distribuigdo nao conven-
cional. A hipétese nula desse tesle é que existem r* vetores de cointegragao; a
hipétese alternativa é que existem r* -+ 1 vetores de cointegragao:

Hy r=r"xH:r=r"+1
A estatistica do teste ¢ dada por:
LR(r)=-Tln{1- A1),

No fundo, é um teste que verifica qual 0 maxime autovalor significativo
que produz um vetor de cointegragin. Esse autovalor méaximo correspondente
ao vetar de cointegragio r* mostra que hé r* vetores de cointegragao. Como o
teste anterior, & um teste crescente. Rejeitar Hy significa que ha mais um vetor de
cointegragdo. Nio rejeitar Hy significa que ha r* vetores de cointegracao.

E preciso determinar cuidadosamente o modelo de cointegracao a ser testacdo
¢ a ordem de defasagens dos componentes auto-regressivos. Para determinar
a ordem de defasagem, é preciso combinar, simultaneamente, o melhor critério
de informacio com a auséncia de autocorrelagao dos residuos. O procedimento
padrao pode ser usado aqui: determinar o menor valor de algum critério de
informacdo a partir de uma defasagem médxima e verificar se a autocorrelagio
dos resfduos ¢ nula para todas as variaveis.

O problema maior é determinar o modelo de cointegragao, pois ha cinco
possibilidades. As possibilidades relacionam-se a existéncia de constante ¢ ten-

déncia no nivel do vetor X; e no vetor de cointegragdo. Formalmente, os casos
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sao listados a seguir e, a partir da defini¢do de qual deles cabe usar, definem-se
os valores criticos a consultar.

Caso 1 Auséncin de infercepto e tendéncia tanio no vetor de cointegragiio quanto no

nfvel de Xy. Nesse caso, tem-se:
DXy g+ 8d = af X
Caso 2 Hd infercepto apenns no vetor de cointegracfio. Nesse caso, betit-ses:
DX 1+ 6d=a (JBFX;_; + rI!U) ;
ent gue prg €t velor v x 1 de constantes,

Caso 3 Hd intereepto no vetor de coinlegracio e tendéncia linear no nivel de X;.

Nesse caso, ten-se:
DX; 1+ = a (B Xy + o) + &g,
en qiie 8y € wi vefor i x 1 de constantes.

Caso 4 Hd infercepto no vetor de cointegracio ¢ fendéncia tinear no vetor de
cotnttegraclo e no nivel. Nesse casa, ten-se:

Xy +8d = [B X+ po+ pr(t - 1] + do,
et que jip & um vetor v > 1 de constantes.

Caso 5 Hd infercepto e tendéncia linear no vetor de cointegragio e tendéncia
quadrdtica no nivel. Ento, teni-se:

DXg +8dy = a [B'Xyq o+t - 1)] Fdg+ 814,
em que &y & i velor it x 1 de constantes.
Especificando o modelo em sua formulacao completa, tem-se, portanto:
p-1

BXp = a (B Kooy Fpo b g (= 1))+ (G0 + 58+ Y ABX,; +er
=1

> A dimensio de intercepto e tendéndia é compativel com a dimensio dos vetores de cointegracéo.
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Com essa especificagao, os seguintes modelos sdo possiveis:

1. Sem termos deterministicos: yg = sy =y = &) = 0;
9 Constante dentro do vetor de cointegragéo: pig # 0, pty = 6o = &1 = 0;
3. Constante dentro e fora do vetor de cointegragao: jig, do # 0, p1 = & =10

4. Constante dentro e fora do vetor de cointegrago e tendéncia dentro do

vetor: 8o, pi1, 2 70, 63 = 0;

5. Constante dentro e fora do vetor de cointegracéo e tendéncia dentro e fora

do vetor: &g, 61, jh1, 2 # 0.

O leitor poderd perguntar-se sobre alguns casos que foram deixados de
fora desses mencionados. O primeiro é o caso em que ndo hd intercepto no
vetor de cointegragio, mas tendéncia linear no nivel. Nessa situagdo, é preciso
observar que os elementos de X; tém todos uma tendéncia linear, de modo que
a combinagio entre seus elementos devera resultar e constante, ou mMesmeo
ndo eliminar a tendéncia linear, como ocoyre no caso 3. Argumento sermelhante
poderd ser invocado se o leitor se perguntar se nio é possivel ter tendéncia
quadritica no nivel e apenas constante no vetor de cointegragdo. Finalmente, €
preciso observar que os casos abarcam todas as possibilidades de regressores para
que ndo haja omissao de variavel relevante. Assim, estimar urn modelo com mais
regressores do que, de fato, & necessario ndo constitui problema,

Como exemplo, suponha trés varidveis, X, § € Z, ém que haja dois vetores de
cointegragio, quando propriamente normalizados pela matriz F. A representagao

disso seria:

Axp = ey (o1 — bzeo1) + 2 (Yo — dze1)
+ i: (WX —i + Yuibyr - + Sidzei] + €4
=
Ayr = gy (o1 = bzn) + g (Y1 = d2em1)
+ i [0y Pyidy i -+ 8,02y ] A v
=
Azy = aq (xpoy —~ bz 1) + w2 (Y- — d20-1)
+ i{ sy + By + 8z i) + Gre
iz

A ordem de defasagem é determinada pela tltima defasagem, que faz com
que as autocorrelagoes residuais sejam nulas pelo teste de Ljung-Box.
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Nota 7.4 Nio vbstante, ¢ possivel calcular o posto da matriz @, o gite nos permite
saber se os elementos do vetor X, sfio cointegrados ou nio, lentbrando gue existem, no
nidxinto, n — 1 vetores de cointegragio. o

Nota 7.5
a) posto(®) =n = X ~ I{0);

b} posto (®) = O, entdo as sérics nio cointegram;

c) 0 < posto (®) = r < n, entdo hd r vetores de cointegragio.

Nota 7.6 Como p € superconsistente, podem-se fazer normalmente mferenczas sobre
a matriz 4.

Veja que, com posto igual a zero, inexiste qualquer vetor que torne a combina-
¢ao linear das coordenadas de Xy estaciondria. Por outro lado, quando o posto é
pleno, todas as combinagoes lineares possiveis pela matriz resultam em uma série
estaciondria. Se isso é sempre possivel, ¢ porque todas as séries sao estaciondrias.

E importante notar o seguinle: se ocorre o caso 4, pode-se estimar & (L} X; =
¢ sem problemas, por ser o caso VAR convencional; se ocorre o caso b, & preciso
estimar o sistema nas primeiras diferencas. Se ocorre o caso ¢, ndo é permitido es-
timar o modelo na primeira diferenga, pois estaria faltando um regressor, o termo
B'X;_1. Estimar o modelo no nivel nio implica qualquer erro, mas haveria uma
perda de eficiéncia, porque algumas restricoes sio omitidas, Daf a Lmportincia de
definir, em um modelo VAR, se as varidveis cointegram ou nio,

Nota 7.7 Quando os coeficientes da watriz & sio zeros, a varidvel explicada ¢ dita }
fracamente exégena. Assim, é preciso reinterpretar a condicio de causalidade en
sistemas cointegrados. Em wum sistema cointegrado, {y;} nfio Granger causa {x¢} .
se 0s valores defasados Ay,_; ndo explicam Ax; e se x; nifo responde aos deswos de

equiltbrio dé longo prazo. Portanto, x; é fracamente exégena. '

Nota 7.8 O conceito de causalidade de Granger ndo deve ser usado para testar
relagdes econOmicas, mas tdo-somente para imelhorar a previsio.

E interessante observar que cointegragdo nao significa Granger-causalidade,
diferentemente do que afirmam Liitkepohl e Kritzig (2004, p- 150). Concei-
tualmente, coinlegragio é relacionada ao equiltbrio de longo prazo entre as
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variaveis, ao passo que Granger-causalidade ¢ relacionada & previsdo de curto
prazo. Ambos os conceitos sdo considerados na especificagio VECM e, por
isso, 0s autores fazem essa afirmagio sob o argumento de que X;_; contém
variaveis defasadas que explicam AX;. Portanto, haveria causalidade, pois va-
ridveis defasadas ajudam a prever variaveis no presente. O problema é usar esse
conceito para dizer que uma varidvel causa outra em sentido econdmico, pois,
havendo omissdo de variaveis, tal afirmagdo seria economicamente espiiria. A
seguir, hd um exemplo de causalidade de Granger que é espuria, do ponto de
vista econdmico. O leitor mais interessado pode consultar Maddala e Kim {1998,
Secdo 5.9.2) e suas referéncias, para mais detalhes.
Considere o seguinte modelo, em que z; é um passeio aleatorio:

v = dyios 2z beer ~iid (0,02),1gy] <1
Xi = pexioy+ 2+ o0~ idd (0,02) gl < 1

Zp = Zp-1 + €5, 6 ~ Lid, (0,03) .

Estimando o modelo apenas com as duas primeiras equagdes, pode-se con-
cluir corretamente que hd Granger-causalidade. De fato, como zy ~ i, o
Mesmo 0COrre cOm ¥p e iy, por construcao. Simulande uma série com 300 ob-
servacdes, conforme a seguir, serd verificado que as séries x e i 530 cointegradas
e que uma delas causa a outra, no sentido de previsao dado por Granger.

O sentido econdmica de causalidade seria espurio nesse contexto, pois levaria
a concluséo falsa de que uma varidvel causa a oufra, quando, na verdade, ambas
tém um componente em comum <ue as causa simultaneamente. O fato de esse

Figura 7.3 Granger-cousalidade espiivio: yi = O,4y_1 + 24 4 1.6 ~ Ld (0,1) vy =
0,4,y +z + vy, 0~ DL (0,4); 2p = 2y + €, 6 ~ L1 {1, 9).
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componente ndo ter sido considerado no modelo econométrico leva a [alsa
conclusao de causalidade econdmica®.

O teste de cointegracdo de Johansen pela estatistica do trago rejeita a nula
a um nivel de significincia inferior a 1%. O teste de causalidade de Granger
com seis defasagens ndo rejeita a nula de que y; nac Granger causa x; com
significincia de 87%. Porém, rejeita a nula de que x; nfo Granger causa y,
com significdncia de 2, 1%.

Exemploc 7.3

(O mercado de pdo francés) Muito se lem dito sobre a taxa de cdnibio ¢ outras
varidveis financeiras, porémt praticamente nada sobre o nosso pdo francés de
cada dia Esse exemplo se propoe a preencher essa lacung ¢ aproximar a teoria
econdniica do nosso colidiano matinal.

Scjant py o prego do trigo percebide pelo produtor, py o preco da farinha de
frigo na regifio metropolitana de Sae Paule e p3 o preco do pio francés nessa
mesma regido. Prope-se o seguinte modelo para essas varidveis, impondo nma
relacdo de longo praze entre as séries, com o objetivo de procurar algwna relagio
de repasse dos precos na cadeia produtiva do pdo francés:

Lpy P P12 s Apysa
Apay | = ¢n ¢ ¢n Apas_g
Apsa P31 ¢ P Apsig
]
+ | az | [(p3— B~ Bupr — Brepa) 4]
a3
L €1t
+1 g [ diet | ey
3 €34
Exemplo 7.4

Veja aqui wia cadefa produtiva de um mercado relativamente compelitivo, em
que se assumic que o5 custos s@o repassados ao consuntidor,

Pode-se dividir o moedelo em duas parles essencigis: a dindmica de curto
prazo ¢ a dindiica de longo prazo. A dindniica de longo prazo eskid representada
pela matriz 3 x 1 com «'s. Nesse modelo; temn-se uma relagio de cointegracfio:

% Essa formulagdo economélrica geralmente & resultado da falta de modelo econdmico que defina as
equagies do modelo,
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w diferenca entre o preco do pio francés, da farinha de rigo e do trigo. Os
pardmietros as caplam como os desvios de longo prazo sio corrigidos. Na
dindmica de curto praze, exisfen o3 pardmetros gs. A interprelagio destes é
mesni o caso VAR tradicional, e eles captam o comportmmento auto-regressivo
s séries. Nesse caso, o niodelo inclui apenas tia defasagem das varidvels,

O modelo tnmbém inciui unr contponente deterministico, por sieio ¢
dummy para o periodo de chmbio flutuante (a partir de janeiro de 1999). Nesse
caso, procura-se ver se Wi alguma alteragio dns séries qumdo a volatilidade
da taxa de cimbio aumenia. Nole que o trigo é wnm commodity ¢ wm dos
principais produtos do pata importadora brasileira. Assin, poderia ocorrer que,
i momentos de maior incerteza (volatilidade), o preco do trigo ao consuniidor se
ajustasse cont mator velocidade para cvitar prejuizos inesperados (aqui também
¢ factivel haver um nwovimento assiniétrico de renjuste, que delerming elevadas

mirgens de licro).

O primeiro passo para a estinagio do modelo é dado pela realizagio do feste
de Johansen para verificar a existéucia ot nie de colintegragiio entre as séries. o
resultada do teste do trago nito rejeita a hipoiése nula a 5% de existéncia de pelo
nieios dois vetores de cointegragdo para as séries:

Autovalor Traco  Valorcritico a5%  Prob.

Nenhum? 0,163 47,021 35,192 0,002
1 Vetor* 0, 105 21,505 20,261 0,033
2 Vetores 0,038 5,621 0,164 0,222

Os resudtados do feste de midximo autovalor indicant a existéncia de pelo
menos wm vefor de cointegragio @ 5%. Entdo, pode-se afinnar que existe unig

relagdo de Jongo prazo enire as varidvers.

Autovalor Mixime autovalor  Valor critico a 5%  Prob.

Nenhum?* (0,163 25,516 22,299 0,017
1 Vetor 0, 105 15, 883 15,8492 0,050
2 Vetores 0,038 5,621 9,164 0,222

Comr os resultados apresentados, pode-se confirmar a existéncia de pelo
ntenos i vetor de corregiio de evros ¢ estimar 0 modelo proposto. Os resullados

225



226 fLeenawctria de Sevies Tempornis

sao mostrados a sequir (valores significantes g 5% marcados com *):

Apyy 0,416"  —0,071 0,298 Apry
Apay | = | 0,147 0,473* 0,117 Apai_1
Apag 0,087 0,262° 0,012 Apay_
0, 038
+ | =0,041 | [(pz - 11410 - 0,926" py 42,104 py), ]
0, 080"
0,001 €1y
A+ 0,000 fdy | ey
0,007* €3,

Os mercados de trigo e pdo francés estio interligades, confornie apontam vs
coeficientes de ajuste dos desequilibrios de longo prazo. Clhogues de longo prazo
108 pregos desses dois mercados sdo incorperades a disdmica {como elevacdes das
cotaghes inlernacionais do produto percebidas como duradouras),

Na dinfdimica de curto prazo, verifica-se que o prego ae produtor do trigo nio
¢ influencindo pelo prego dos outros mercados (apenas 0,416 & significativo, ou
seja, wit AR (1)), A dindumiica do preco da farinha de [rigo responde a oscilagdes
do prege do trigo, porém ido s do plio francés (assim como viste anteriormente,
1550 poderin tndicar que as pressies de denwiida nfio afefam os precos ne sentido
“contrdrio”). Por fim, o prego do pio responde a oscilagtes no preco da farinha
de trigo (0, 23) e nto possui uni componente aule-regressive. Todos vs sinais sdo
positivos, confornie esperado. L interessante notar que a dummy do perivdo de
oscilagio cambial nfio & significante para o prego do trigo, ao contrdrio do que
ocorrer cont 4 farinha (0,09) ¢ 0 pdo francds (0, 07).

7.3.1 Teste de Hipdteses

O aspecto mais interessanle do procedimento de Johansen ¢ poder testar formas
restritas do vetor de cointegragio. Isso é possivel porque, se ha r vetores de
cointegragdo, apenas essas r combinagdes lineares de variaveis sdo estacionarias.
Assim, reestimando os modelos impondo as restricdes desejadas e se elas sao
“folgadas” (ou ndo sdo “justas”), entdo o numero de vetores de cointegragdo nio
deve diminuir,

Assim, estime 0s modelos restrito e ndo restrito. Obtenha os autovalores de
cada modelo, respectivamente ordenados como 3.1 Ay > > Ape ﬁtl > ﬁ; s

- > A% A estatfstica do leste sers dada por:

2= T ) [in(1 —Af) - In(1 - A\,)] LA Xa_,.

=1
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A intui¢o é que autovalores de cada uma das regressoes devem ser proximos
se a restricao imposta for verdadeira. Dessa forma, baixos valores de | implicam
a rejeicdo da hipotese nula representada pela imposicao de restriches sobre as

matrizes x e f.

7.3.2 Estimacao de @ por Maxima veérossimilhanca*

Esta secio, mais técnica, fornece alguns detalhes sobre como obter o posto da
matriz @, baseada na exposigio de Patterson (2000), Maddala e Kim {1998) e em
suas referéncias. Considere, assim, o modelo VAR completo:

Xi=X g+ 92Xy o+ 4 ‘I’PXr_p + 8'di + ey,

em que e ~ Li.N (0; £).

Esse modelo pode ser escrito na forma de vetor de corregdo de erros, e 0
problema ¢ estimar o modelo por maxima verossimilhanga sujeito a restricdo de
posto incompleto: @ = af':

p-1
AX, = LYIB;X;_1 + }: MAK i+ Sdy + e
=i
Patterson sugere renomear algumas varidveis para fornar mais facil
a exposigdo. Imagine, inicialmente, para facilitar a notagao, uma amaostra
com T + p observagdes comegando em —p + 1. Os p primeiros valores
sao usados como valores iniciais do modelo. Assim, considere o vetor de

varidvel explicada Yo = AX;, o vefor Y,y = X;.1, a matriz de varidveis
explicativas Yo; = [AX;oy AXp—2 -+ AXiopn d;]’ e a matriz de coeficientes
A =1[A Ay -~ Ap, 4. Portanto, o modelo VECM pode ser reescrito

simplificadamente:
Yor = ﬂ’ﬁ!Y“ + AYo + gy, {15

Ou seja, o problema é maximizar a fungie de verossimilhanga, em que ha

restriches ndo-lineares de pardmetros, dadas por:

_ T 1o
InL{x,8,A,2) = —> In|Z} - 3 Yo em e
t=1

As condicdes de primeira ordem desse modelo com relagio a A sdo

J"]

T T T
0=Y" (Yo —afYa — AYa) Yo = 3 Yor¥s = a8’ ) VYo HA Y YaYs,
t= (e t=1 =1

em que A é uma estimativa de A.
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Renomeando as varidveis, para facilitar a exposicdo, como

_ LYY

l—[iJI' Y‘ !

a equagdc anterior pode ser reescrita como:
g = {.'t'ﬁf]“_[u + /H\I']zz.

Portanto, pode-se obter A pos-multiplicando ambos os lados da equagio
anterior por FI£'21 e rearranjando os termos adequadamente:

A =Tl Ly - aB Tl L

Por razdes que ficardo mais claras logo adiante, considere ainda as seguintes

regressdes lineares auxiliares:

1. Yo contra Yy, isto é, regrida:

Yor = BYoy + rgp o=
¥ PREN | o
B= (Yﬂf Yéf) (Y2iyzr) = 110211122

e obtenha os residuos estimados fy; = Yo — Iyl 12;21 Yo

2. Yy contra Yy e obtenha os residuos estimados £y, = Yy, — [1;] 12_21 Yor.

Observe da equagdo 15 que:

b= Yy - af'Yy - (1'10211;; - aﬁ’l“l-lzng) Yy,
= Yo = Loa T Yy = ' (Yo = Tial T3 ¥ )

= for — ap'fyy.

Esse resultaco & importante para mostrar que nao é necessario calcular A
para obter ¢. Desse modo, as quantidades f e fy; podem ser obtidas pelas
regressdes auxiliares e, assim, podem-se estimar o ¢ f. A partir desse resultado, o
problema se torna maximizar a seguinte fungao de verossimilhanga concentrada:

: T 185 rs 1 n .
InL{a pB.2)= —3 In|x| — 5 Z (For — a3 i"”)!Ef ! {Por ~ (cﬁ’rl,) .
1
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Equivalentemente a maximizar essa tungdo, pode-se cimpreender a regressao

por minimos quadrados ordindrios entre fo; ¢ £, Uma forma operacional de fazer

isso ¢ estimar a, para wm dado fi. Isto €, eslimar:

PL]!

k(p) =

em que S;; =) Ef_ 1 P :“';_,,j =101
Agora, o problema € estimar a mairiz de covariancia a partir das quantidades
obtidas alé¢ o momento. Isso pode ser feito com as estimativas anteriores, da

seguinte forma, notando-se apenas que 5;; = S;f-:

o TEae, BT e ad i) e —a (B
LBy == T
ol U e R )
7
= S - ﬁ'ﬁ’Sm - S()”’)’ﬁ! -+ ﬁ'ﬁj.ggllﬁﬁ'j
. . s e ., I .
= Soo -~ SorB (F'SuB)Y B =SB (BSnB) B S
1 1y =) ~ ¥ o 2y L e
+Su BB SHB) T BSHB(B'SuB) T BS
o . -1
LB =S00 - SmpP (F'Sup) B'Sw.

De novo, o objetivo dessas conlas foi o de desaparecer com & (f), uma
ver que, para obté-lo, & preciso ter f. Entretanto, cssa matriz ainda néo foi
estimada. Porém, partindo da ultima derivacao, pode-se encontrar i a partir da

maximizacdo da verossimilhanga em f da seguinte fungao:

LT =

I

Para prosseguir, convém lembrar um resultado devido a Johansen (1991),

pelo qual a matriz de covaridncia amostral de [7), 7, 8], 5, é dada por:

St Smf
BSw pSup
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Trata-se de uma matriz quadrada com submatrizes também quadradas e nio
singulares. Assim, pelas regras 5 e 6 de Liitkepohl (2005, p. 660}, se:

A Ap

A =
A Az

’

entdo, se Ajp e Ayp sio matrizes quadradas ndo singulares, vale:

Al = [AnllAn — ApAy An| = |Aul|An - An A A =

|Au = ApAR Ax| = [AullAz - An ALY A
22 |/122| .

Conseqiientemente, o problema de estimagdo é equivalente a maximizar:

[So0]|B/S118 — B'S10559 S B B [Sool £ (S” _' 5105{]'{]1501) 'G_I

|85118| 8511 6]
Johansen (1995, lema A.8, p. 224) demonstra que a seguinte maximizagdo
| X' (A — Ag) X|
max ——me 221
X [X'A; X|

é equivalente a maximizar a raiz caracteristica da equagio |A2 - AAY | Assim,
fazendo Ay = S5y1c Ay = 5105[_1{;1 Sp1, 0 problema se torna encontrar o antovalor de

|5105fi115¢;1 - S”/\| =0 ou, equivalentemente,
|57 S105qg So1 — IA| = 0.

Se os autovalores de A sdo A, entdo os autovalores de | — A sdo 1 - A;. Logoe,
se A; ¢ o autovalor que resolve a equagéo anterior, 1 - A;, f = 1,2,..., 1 sdo os au-
tovalores que resolvem (f — SﬂlSl(;SaUl S01), st €, resolvemn o seguinte problema:

| (f . s;llsmsn;,"sm) ~ Al =0,

O valor do determinante de uma matriz € igual ao produto dos autovalores.
Logo, & forguso concluir que:

n .
H (1 . A‘I) - “ - Sl_-llsms(-]_{)l Smi = |S|-|1 | IS!I - 51050.{]1 Sml
i=t

- 511 -~ S1055 S| |00 — S108,, S}

Sl |Seo|

’
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em que a dltima igualdade foi obtida aplicando-se as regras 5 ¢ 6 de Liitkepohl

de novo. Portanto, max L () T = |Z (B} | serd dado por:

2
°T
Lmnx

1
SD[]| I_I (l - jt,-) .
.=l

Os autovalores sdo, em seguida, ordenados do maior para o menor: Ay o=
Ay > oo > Ay A cada autovalor € associado um autovetor correspondente as
colunas da malriz §. Porém, se o posto da matriz @ for », entao s 0s r primeiros
autovetores corresponderio aos vetores de cointegracio. Isto €, os autovetores
associados aos F autovalores definirdo a matriz = (B, f2 - £/, que é uma
matriz 7 = .

O teste de razdo de verossimilhanga pode ser obfido estimando-se as fungbes
resirita ¢ ndo restrita:

Soo| ﬁ (1-A:);

i=1

2 ! .
Ln-nTx = |SDO| H (1 - /\i) :
ia1

A estatistica do tesie é dada, entdo, por™

|Suo _[rl (1-4)
exp (Ay) = ‘;.1 — = =
[San] '!-11 {1-A) 1T (=4

#
=T Y In(1-Ay).

i=r -]

/1“-

 Igse este lende em distribuigao para fr{(_]‘i': :f‘R-'\F[:'}W(r)}’[_ﬁ]l W)W s ds| I||"“l W', em
que W} & um processu de Wiener padedo e dimensao o - re WE um processn de Wiener sem

lendencia ou comstante, ista &, demeanad ow detrendmd,
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temcedastmmaﬁe
Condicional

No infcio da década de 1980, assistiu-se ao surgimento dos modelos auto-
regressivos de heterocedasticidade condicional, ARCH (veja Engle, 1982). Esses
modelos foram, posteriormente, gencralizados por Bollerslev {1986), GARCH,
originando vasta literatura sobre o assunto, ainda inesgotada, provavelmenie.

A razdo principal do surgimento desses modelos ¢ que, antes disso, 0s mo-
delos econométricos de séries de lempo, fossem os financeiros ouw os macroccono-
micos, enfatizavam apenas o primeiro momento condicional. As dependéncias
temporais de ordem supertor eram perturbagtes aleatdrias, consideradas em
seus momentos incondicionais, Essas dependéncias expressam a existéncia de
aglomeraghes na séric e a alternancia de periodos de baixa volatilidade com
periodos de alta volatilidade. A Figura 8.1 apresenta essas caracteristicas,

Os modelos de heterocedasticidade condicional surgivam principalmente
porque a importdncia do risco e da incerteza na teoria ccondmica moderna
tornot-se proeminente e pelo fato de modelos como o CAPM de Shairpe (1964)
e Lintner (1965) ndo funcionarem 3o bem empiricamente {veja Famna e French,

20043, Talver fosse necessdrio incluir momentos de ordem maior no modelo
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Figura 8.1 Madelo de sinudagde et gute erros sequent GARCH (1,1).

CAPM para aproximé-lo dos dados empiricos. Assim, desenvolveram-se técnicas
que permitem a modelagem temporal de variincias e covaridncias. De fato,
os modelos de heterocedasticidade condicional, GARCH, fundamentam-se na
estimacao da varidncia condicional, em vez de considerd-la constante ao longo
do tempo.

A contribuigao principal desses modelos ¢ a distingao de uso entre momen-
tos de segunda ordem condicionais e nao condicionais. Enquanto a matriz de
covaridncia ndo condicional para as varidveis de interesse pode ser invariante
no tempo, a matriz de covariancia condicional depende de estados passados
da natureza.

Empiricamente, observa-se que as séries financeiras nao tém distribui¢do
normal padrdo em geral, dada a elevada probabilidade de eventos extremos.
Entéo, os modelos GARCH teriam a capacidade de modelar esse fato estilizado.

A seguir, apresentam-se 0s principais modelos de heterocedasticidade condi-
cional. Esforga-se para dar a intuigdo subjacente, ¢ 0s exemplos explicam como
podem ser utilizados empiricamente.

8.1
Modelos GARCH

8.1.1 ARCH (q)

Inicia-se descrevendo o primeiro modelo imaginado e complicando aos poucos;
trata-se do modelo de Engle (1982), em que & ¢ um processo estocastico real em
tempo discreto, condicional a informagdo em { — 1. Suponha que se queira estimar
o modelo ARIMA {p.0, q). Se o erro desse processo segue um processo ARCH,
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entio ele é definido da seguinte forma:
€ = oyitg, try ~ Lid.(0,1);

q
ot =w+ Y wet
i

E desnecessdrio que a distribuigio do erro, u;, seja normal, bastando ser
idéntica e independentemente distribuida para que os momentos assintoticos da
série sejam iguais aos da normal. O fato de VAR (1) = 1 ndo implica perda de
generalidade!. Qualquer outro niimere poderia ser usado, e o ajuste se daria nos
coeficientes de o2, Com isso, ¢ fdcil ver que a varidncia incondicional € dada por:

E (6,2) =E (qu?) =E (Jf) E (uf) =0l = T:';;ﬁ
=1t

Algumas restrighes ao modelo sao necessarias para garantir a estacionaridade
e positividade da varidncia condicional, Em primeiro lugar, uma condicao sufi-
ciente para que a variancia condicional seja sempre positiva é que w > O e a; 2
0,%i,i=1,2,...,9 Alémdisse, E;Izl a; < 146 condicdo necessdria para que a série
seja estaciondria. [sso significa que as raizes da polinomial (1 — Z?._:] ;L") devem
estar fora do circulo unitério.

De modo semelhante ao dos modelos ARIMA, o modelo condicional no
segundo momento pode ser assim expresso:

q
E (G’EU;_[) =w-t Zr‘f,—e,z_,-‘
i=1

8.1.2 GARCH (p.q}

Infelizmente, & fato que os modelos ARCH (q) precisam de muites pardmetros
para serem ajustados corretamente. Para tentar reduzir esse problema, Bollerslev
(1986) sugere um modelo potencialmente mais parcimonioso, o modelo de he-
terocedasticidade condicional auto-regressivo genera]izado, GARCH, no qual a
equagio da varidncia muda para:

q p
> 1
ol =w Y e Y ot (16)
f-1

=1

' Note que as caracteristicas nao condicionais de € nao se alteram, valendo todos as resullados
anteriores discutidos ao longo deste trabalho.
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Embora pare¢a que aqui hd mais pardmetros que no ARCH, a verdade é que
§ARCH > qaarcH + Pcarcu em geral. De novo, uma condigdo suficiente para
estacionaridade é que as raizes da polinomial da variancia estejam fora do circulo
unitario, como no caso dos modelos ARTMA.

O modelo GARCH (p,q) pode ser interpretado como um processo auto-
regressivo em e,z. Para ver isso, defina:

vy :e,z -fr,2 = (u?—l)af‘.

Verifica-se, sem muito esforgo, que v tem média zero e ndo & autocorrelacio-
nado. Prosseguindo com substituicio na equagio (16), tem-se que:

q [
2 R 2
€; =t + § &g, ;i + E ﬁ}- (E,_j—uf...;-) + Uy,
j=1

i=1

Reescrevendo:

max(p.q]

p’
2
Etzzw—l— Z (“i+ﬁf)€r—i*2ﬂjw—j+vb
i=1 =1

A dltima equagéo lembra um modelo ARMA [max(p, ¢), p|, sugerindo que a
identificagdo do modelo GARCH pode seguir a mesma metodologia proposta por
Box-Jenkins. Essa metodologia vale para a identificagdo de modelos GARCH ape-
nas se se trata de fato de um modelo GARCH, em vez de um modelo assimétrico
como nos exemplos a seguir, e isso nem sempre é facil de ser verificado.

As restri¢des impostas sobre os coeficientes dos modelos GARCH, de que
eles devem ser todos maiores que zero, podem ser relaxadas. Na verdade, as
condi¢des gerais de estacionaridade que devem ser impostas sobre os coeficientes
ndo foram derivadas ainda. Para casos especificos, no entanto, existem alguns
resultados importantes (veja Nelson e Cac, 1992).

8.1.3 GARCH-M

As teorias financeiras mostram uma explicita relagio entre média e risco, ou va-
ridncia. Com os modelos GARCH, tornou-se mais ficil esse tipo de especificagio,
bastando acrescentar a equagio da média a varidvel explicativa ou seu quadrado,
da seguinte forma:

[
gy

em que:

(J',":f(ef__j,or,_,-),i,j:1,2,..‘,max[p,q]; a=-1,0 ou 1
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Se g = -1, a varidncia explica retornos. Se g = 0, é o desvio-padrio que
explica retornos. Caso i = 1, é o logaritmo do desvio-padrao que explica retornos.
Se y; representa os retornos de uma série financeira, intuitivamente espera-se que
8 seja positivo.

Antes dos modelos GARCH, a relagio entre risco e retorno era abtida usando
dados mensais para calcular a média e a varidncia antial. Em seguida, procedia-se
a uma regressio de média contra variancia. Com os modelos GARCH-M, deixou
de ser necessario adotar esse procedimento, pele qual necessariamente s¢ per-
diam as observacdes mensais incorporadas as meédias anuais. Para mals detalhes,
veja Engle, Lilien ¢ Robins (1987},

8.1.4 TGARCH (p.q)

Os modelos anteriores supdem que os impactos dos choques aleatorios sao simeé-
tricos, mas a evidéncia empirica contradiz largamente essa idéia. Por exemplo,
choques no retorno de agdes sdo assimétricos, pois os negativos sao seguidos por
maiores aumentos na volatilidade do que os positivos, Além disso, 0s parametros
do modelo GARCH tém de ser positivos para que a estacionaridade da série seja
mantida. Assim, Zakoian {1994) propds o modelo de heterocedasticidade condi-
cional auto-regressivo generalizado com limiar, TGARCEH, da seguinte forma:

4 q ¥
of = w+ Z ,G;'Uf_.;' + Z eyt E Tretlie, a0y e Kl
j=1 i=1 k=1
em que d¢y é a variavel diminy igual a 1 se o erro satisfaz a condigao imposta
entre parénteses, e 0, caso contrario.

(O coeficiente 4 representa o expoente da varidncia. Para Zakeian, o coeficiente
é 1; para Glosten, Jaganathan e Runkle (1993), é 2. Fniretanto, o coeficientc pode
ser livre, o que vemn a ser uma forma melhor de ajustar o modelo, pois o lorna
extremamente flexfvel, coma ¢ discutido particularmente no modelo PGARCH
a seguir.

O modelo implica um aumento de volatilidade quando noticias ruins, repre-
sentadas por ¢; 4 < 0, 530 acompanhadas por tm coeficiente positivo, isto €,
por v > 0. E possivel observar que o modelo GARCH é um caso especial do
TGARCI, bastando, para isso, impor y; = 0, vk,

8.1.5 PGARCH

Combinando as idéias dos modelos apresentados, Ding, Granger e Engle (1993)
propuseram o modelo assimétrico poténcia GARCH, cuja assimetria é captada
pelo coeficiente 7. O interessante desse modelo também ¢ capturar um processo
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de memdria longa por meio da liberdade dada ao coeficiente a2
P i
i it | H o . T
0f =W+ ZJB}U:.}' + Zﬂi (ler it = yigei)",
j=l i1

em que
a = 0

Yil = Li=12, .., i=0r<i<p

O expoente da volatilidade condicional, ¢4, pode ser estimado em vez de
imposte. O segundo ponto de interesse é a captura da assimetria por meio do
pardmetro 7. Um caso particular desse modelo ¢ fixar ¢ = 1 ¢ y; = 0, Vi, Assim,
estima-se ¢ desvic-padrio em vez da vartdncia, come fizeram Taylor (1986) e
Schwert (1989). Outro caso particular deve-se a Bera e Higgins {1995), que fizeram
¥, 0, ¥i, mas deixam o expoente livre,

8.1.6 EGARCH {p, g}

Nelson {19917, também buscando superar as dificuldades do modelo GARCH
simétrico, propds o modelo de heterocedasticidade condicional auto-regressivo
generalizado exponencial, EGARCH, que permite a absor¢do de impactos assi-
métricos com uma vantagem adicional: a possibilidade de que alguns coeficientes
sejam negativos. O modelo € assim especificadoe:

€ . f€ i Yo
..,:.._{. - E (;Ii_’) ‘ -+ Z Vi gr ’. .
f—1 1 -

ry f

P

no? = w+ Y Bin rrf_f- IDIN?

f=:1 f=1

A especificagdo logaritmica impede que a variincia seja negativa, portanto
0s pardmetros do modcio podem ser negativos. Os coeficientes ¢ ajuslam a
asstimetria dos efeitos, Se 7, = 0, para todo &, entdo um choque positivo tem
o mesmo cfeito na volatilidade que um choque negalivo de mesma magnitude.
Nesse caso, o tmpacto € simétrico. Se houver algum 7, # 0, os impactos
serdo assimétricos.

Pode-se testar a presenca do chamado efeito alavancagem se -y, < 0, signi-
ficando que choques negativos aumentam a volatilidade do modelo mais que
choques positivos.

L preciso que as raizes da polinomial (1 -- };;}:] ﬁ;-Lfl) estefam fora do circulo
unitario, a fim de que a variancia seja estacionaria. A eslacionaridade estrita e

2

-l
dada, segundo Nelson, sc L;‘L.q oy < co.

* A apresentagio de modelos de memdria longa foge av escopo desta olma,
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Para estimar o EGARCH, Nelson sugere usar a fungéo de distribui¢ao erro

generalizado, GED:

em que
[ {.) ¢ a fungio gama;
SRAUT(E )Y
A= [2—-#1] é uma constante;
D < v < oo é um pardmetro positivo determinando o grau de curtose da
distribuicéo;

—00 < Ep < 0.

Em particular, quando v = 2 e A = 1, tem-se a distribui¢ao normal. Sev < 2,

a distribuicio tem caudas gordas.

3.1.7 EWMA

O modelo EWMA (exponential weighted moving auerage) ¢ muito utilizado em
mercados financeiros e é especificado da seguinte maneira:

o7 = Aot + {1 - A)ef_,.

Trata-se do modelo GARCH integrado, IGARCH, caracterizado pelo fato de
que a soma dos pardmetros é unitdria, isto €, vk E}’:] B =1

Com dados didrios, pode-se escrever que 0s 1etornos conltinuos, ry, sao
ry = ‘U + €1,

Se os mercados sdo eficientes, dificilmente seria encontrada autocorrelagdo
no modelo. Na prética, & possivel estimar facilmente esse modelo, via Excel ou
restringindo o modelo para ser um IGARCH, em que w = 0.

8.2
Testes para Detec¢do de Modelos GARCH

Nesta secdo, detalham-se alguns testes para identificagéo de modelos GARCH.
Seriic abordados apenas os testes mais comuns, mas ha outras alternativas em
Bollerslev, Engle e Nelson (1994),
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8.2.1 Teste FAC e FACP

Verificou-se que o modelo CARCH (p, 4} assemelha-se ao modelo ARMA
{max{p, 7)., 9} Assim, as funcdes de autocorrelacio, FAC, e de autocorrelagio
parcial, FACL, devem sugerir se a série é heteroceddstica, da mesma maneira que
dao uma idéia das ordens p ¢ ¢ de um modelo ARMA. Deve-se, pois, proceder
obtendo primeiro 0s quadrados dos erros estimados pela regressao do modelo

estabelecido, como se a varidnclia condicional fosse constante:

em que T ¢ ¢ nimero de residuos.
Emn seguida, calcula-se a FAC amostral para o quadrado dos residuos, sem
esquecer de representd-la graficamente. A [ungao é dada por:

T

Pode-se aproximar o desvio-padrdo de §; em grandes amostras por T 0%,
Diz-se que algum modelo ARCH estd presente se os valores de g; forem estatisti-
camente diferentes de zero. A fungao de autocorrelacao parcial ¢ obtida pondo
em um grafico o cocficiente estimado, ¢es, contra a defasagem s, a partir da
seguinte cquagio:

c“‘f s b 4,15_.5'.?___] - %26%_2 I rp5_5€,2 st HLs=1,2,....4.

De modo semelhante, o desvio-padidio pode ser aproximado por T U2,

Diterentemenle dos modelos ARMA, a FAC nos da a ordem médxinma da
auto-regressio do GARCH, representado pelo termo é‘f ;- €a FACP da a ordem
i1 das “médias moveis” do GARCH do termo ‘TE--I' Se p < max|p, g], sabem-se
exatamente as ordens p e g do modelo. Do conlrdrio, encontra-se a ardetn g por
tentativa e erro. As dificuddades de estimagao sao da mesma nalureza que nos
modelos ARMA {p, ) convencionais. ‘

5e 08 modelos forem assimdlricos na variancia, os testes ajudam a identificar
a existéncia de heterocedasticidade condicional, sem, contudo, servir para definir
as ovdens peq.
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8.2.2 Teste de Ljung-Box

A estatistica de Ljung-Box, (3, pode ser usada para testar a presenga de hetero-
cedasticidade condicional. Sua hipotese nula € que a soma das aulocorrefagoes ¢

pstatisticamente diferente de vero. Isto &
1 .
Hy Z fip =0 x Haopp 70, para algum J,
o

em que

Q="T(T12)}, 57

i

8.2.3 Teste Multiplicador de Lagrange ou de Engle

O teste multiplicador de Lagrange, [.M, ¢ bastante (radicional (veja White (1980),
Bollersley, Fogle ¢ Nelson (1994) ¢ johnston ¢ Dinardo (1997), para outros deta-
Jhes), inicialmente proposto por Eugle (1982) para o processo ARCH e, depois,
estendido por Lee (1991} para o GARCH. Define-se o teste como:

Hy g = a2 =+ cy =0 x Hyra # 0, para algum =12,
e gue
a2 =2 =2 =2
EF =ty agéy b we€p o b b agerg oy,
cuja estatistica é dada por
of 2

TR = X3,

em que R? representa o cocficiente de delerminagao da equagio eslimada.

A regressio terd powco poder explicatiw.y, seos coeficientes sdo conjunta-
mente proximos a zero, de forma que © R? serd baixo. Portanto, se a hipdtese
nula ndo ¢ rejeitada, nfo hi presenga de modelos ARCHL Rejeitando-se a nula,
05 testes, entretanto, nio determinam que lipo de modelo ARCH deverd ser
usadoe. Eles apenas indicam se a covariancia condicional ¢, au nao, constante,
De Tato, mesmoe win moedelos lincares, a selecio do modeto apropriado nio &
trivial, particularmente quando se consideram as inuneras possibilidades que
os modelos ARCH oferecem,

s testes sfo sensivels a especit’icaqﬁus incorretas na cquagao da media. Logo,

esses testes podem indicar erroneamente a presenga de modelos ARCEL
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8.3
Identificacao de Modelos GARCH

Embora possa ser impossivel definir de que tipo de modelo GARCH se trata, exis-
tem alguns tesles para verificar se 0 modelo GARCH ¢ simétrico ou assimétrico
(Hegerud, 1997). Uma vez que existern intimeros modelos assimétricos, ainda ndo
se consegue especificar as defasagens do modelo, permanecendo a dificuldade
de especificagdo.

Uma alternativa usual na literatura é escolher o modelo utilizando o critério
de Akaike, Schwarz ou Flannan-Quint, ndo obstante suas propriedades estatis-
ticas sejamn ainda desconhecidas na presenca de modelos GARCH. Mas, como o
critério de informagéo (de qualquer tipo) é muito facil de ser usado, é largamente
recomendade. Para outras possibilidades veja Bueno (2002).

8.4
Estimacdo de Modelos GARCH

Geralmente, usa-se 0 método de maxima verossimilhanga, cuja implementacio
pressupde que se faca uma hip6tese sobre a verdadeira distribuiciio. Escolhe-se,
em geral, a distribui¢do normal. Entretanto, Hentschel (1995) argumenta que a
presenga de leptocurtose sugere o uso da distribuicio t-student ou distribuicio
erro generalizado (GED) para a estimacio, ainda que esta venha a falhar se a série
tiver elevado niumero de distribui¢des extremas. Nao obstante, mesmo na falta de
normalidade dos erros, pode-se utilizar & distribuicio normal, entendendo isso
como uma estimagao de quase-maxima-verossimilhanga.

Admitindo que a distribuicio dos erros seja normmal, a funcdo de verossimi-
lhanga ¢ a seguinte:

L= L(®y) f[ ! p{ i }
= D4 = 7 eXf e
el (27107) 2 20

em que

© ¢ o velor de parémetros a serem estimados da cquagdo da mdédia e
da varidncia; '

2 7 . ] - - c . . e e
Ff = 05 50 o gl %L,{__] &7 sdv as variancias iniciais do processo de

otimizacdo, necessarias ao algoritmo;
x = max [p,g], p e g da equacdo da varidncia, é o niimero de varifincias para
iniciar o processo de otimizacio.
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Supondo que a distribui¢io dos residuos siga uma f-student, a funcao de

verossimilhanga deve ser:

r () g\
LzL(@;y;):}l e '—{U;z)ng_; exp (] + @.:_2_)?3) )

em que
I'{.) éa funcio gama;
v 2

Quando v ~» 0, a distribui¢do converge para uma normal. Entretanto, para

4 < v < oo, acurtose, k = Sﬁ = 3, excede a curtose da normal.
A obtengao dos pardmetros iniciais se dd por minimos quadrados ordindrios,
ou por ajustamento de um maodelo AR{I)MA, ou ainda pelos pardmetros obtidos

com feste LM.
Para a varidncia condicional, convém observar que:

a) As condicdes de estacionaridade e de ndo-negatividade sao dificeis de serem ob-
servadas na pratica; mas, hd métodos de reparametrizacio, de maneira a assegurar
a hipsiese de ndo-negatividade (Bollerslev, Engle e Nelson, 1994).

b} Come o procedimento descrito & numérice, hd problemas de convergéneia se
o valor inicial ndo for adequado. Nio obstante, a estimagio por méaxima ve-
rossimilhanga mantém as propriedades assintdlicas usuais, como consisténeia e
distribui¢do normal assintdtica.

€) Um possivel método para assegurar a convergéneia € estimar 0s parametros
por minimos quadrados ordindrios, calcular os erros, calcular oy, reeshmar os
parimetros por minimos quadrados generalizados, e assim sucessivamente até
a convergéncia dos coeficientes. Entretanto, esse procedimento niio tem tanto
sentido hoje, dado o estagio computacional disponivel (Bueno, 2002).

Somente é possivel proceder como sugerido em ¢ se os coeficientes puderem
ser consistentemente estimacos pela equagic da média. Embora Engle (1982)
maostre as condigdes em que isso pode ser feito para o modelo ARCH (g}, Bollers-
lev, Engle e Nelson {1994} argumentam que a perda de eficiéncia assintética pode
ser significativa sob heterocedasticidade. Isto &, embora os coeficientes possam
nao ser viesadoes, ndo serdo eficientemente estimados como no caso simullaneo.
Para esse tipo de procedimento, é preciso que a natriz de covariancia condicional
seja bloco-diagonal e 0s erros, gaussianos, on ndo se pode estimar a equagao da
média separadamente da varidncia (veja Gouriéroux, 1997).
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Nota B.1 Por exemplo, os niodelos EGARCH (p, q) ¢ GARCH-M (p, g) wiio sito
bloco-diagonais; logo, € preciso que as equagdes da média e varidncia sejam estiniadas
strdtaneninende. :

Ha outra razdo para estimar ambas as equacdes simultancamente. Bera
e Miggins (1995, p. 227) dizem que freqiientemente a estimacio do processo
GARCH muda a especificagio do modelo na equagio da média.

8.5
Inferéncia em Modelos Univariados

A mdxima verossimilhanga, dadas determinadas condi¢des de regularidade, ga-
rante consisténcia ¢ normalidade assintotica dos estimadores. Mas a verificagio
de tais condigdes de regularidade tem-se mostrado extremamente dificil nos mo-
delos GARCH {Bollerslev, Engle e Nelson, 1994). Apenas em modelos especificos
conseguem-se provas da validade dessas condigies. Por exemplo, Lumsdaine
(1996) prova que a seguinte condigdo sobre o GARCH (1,1) ¢ suficiente para
assegurar sua ergodicidade e estacionaridade:

Eln ;:\'1”? + ﬂl‘ < 0.
E, pela desigualdade de Jensen:
Eln ‘vqu,z + ,6-1‘ <InkE ‘cqu‘:' + ﬁll = Infay + B1).

Dessa forna, a superficie possivel dos parametros abarca o caso do IGARCH?
(1,1), no qual {a;+ ;) = 1. Ou seja, ndc obstante sua semelhanca com os
modelos integrados de ordem 1, sua interpretacio assintStica é completamente
diferente.

Nessas condices, as inferncias sobre os pardmetros de um modelo GARCH
sdo validas? A teoria assintotica aplicdvel a tais especificacdes ¢ extremamente
dificil (Bollerslev, Chou e Kroner, 1992). Mas, garantida aquela condicio de
regularidade, incluindo no IGARCH (1,1), as inferéncias convencionais perma-
necem valendo, desde que um considerave] tamanho amostral para o [GARCH
esteja disponivel. Na prética, os estudos empiricos simplesmente assumem que
as condigdes de regularidade sdo satisfeitas (Bollerslev, Engle e Nelson, 1994,
p. 2.980).

)

* Os inodelos IGARCH (p, 1) sao tdénlicos aos maodelos GARCEE {1, 7). exceto que E?—.—: a [,;=| gi=1
Assim, no modelo IGARCH {p, 4) os coeficientes da equacao da varidncia soimam 1, de modo ue a

variancta ndo condicional passa a tender ao infinito.
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8.6
Previsio de Modelos GARCH

Nos modelos econométricos convencionais, cown variancia nao condicional, a
incerteza do erro de predicio é crescente com o horizonte de predigdo e nao
depende da origem da previsdo. Na presenca de modelos ARCH, a acuidade
das previstes dependerd do conjunto de informacdes disponivel de forma nao
trivial. Assim, a construgdo do intervalo de confianga do erro e os testes de
estabilidade estrutural amostrais exigem a avaliagio das variancias condicionais
do erro futuro,

O problema reside no fato de que a distribuicao dos erros é leptociirtica,
alterando sensivelmente a maneira de se construir o intervalo de confianga.
Na realidade, ainda estio sendo feitas pesquisas no sentido de encontrar as
formulagdes corretas para a determinagdo do intervalo de confianga e da propria
funcio de predigdo. Heynen e Kat (1994) apresentam fungdes para os casos de
EGARCH (1,1} e GARCH {1, 1), que, alids, sao 08 modelos cujas propriedades
assintéticas j& sao conhecidas.

N3o obstante, a maneira das previsdes segue 0os mesmos passos do modelo
ARIMA. Prevé-gse um passo a frente; com 0 resultade obiido, faz-se o passo
seguinte, e assim sucessivamente.

Heynen e Kat fizeram um estudo de previsdo usando indice de agdes e
cambio. Seus resultados podem ser sintetizados com o seguinte: em geral, a
volatilidade é mais previsivel no longo do que no curto prazo. Além disso, 0
desempenho do modeto de previsdo depende sensiveimente do ativo com que se
esta trabalhando. Ainda segundo eles, indices de agdes sdo mais bem previstos
utilizando-se o modelo de volatilidade estocdstica, enquanto, para 0 cdmbio, 0
modelo GARCH (1, 1) apresentou 0s melhores resultados.

Exemplo 8.1

Em nodelos empiricos e finangas, nitiias vezes é necessrio determinar a
volntilidade do retorno de wn determinado ativo. Essa informacio pode ser
utilizada tanto no aprecmueitto de wma opelo quanto na estimagio do risco
de wmt ativo ou de wma carteira. Os dados de reforno e finangas geralmente
apresentam determinadas proprivdades que podem ser nwodeladns ntilizando
modelos com heterocedastidade condicional ou modefos com estridura ARCH
para 0s erros.

Neste exemplo serd estiviada o volatilidade da séric de retorno do findice
Tbovespa abrangende o periodo de 4 de jullio de 1994 até 9 de outubro de 2007,
Pura isso foi aplicade o logaritio natural sobre o valor de fechamento do fudice
Ibovespa e depois foi calculada o retorno da série subfraindo o valor en # det - 1.
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Foram estimndos vs nodelos GARCH, ECARCI], GfR, PARCH ¢ GARCH-M,
whilizando fanfo a distribuicdo nornal quanto a distribuicio t-student para os
erros. Os resullados siio dados a sequir (* indica significincia a 5%).

1. GARCH: 05 resuliados indicanr que todos os coeficientes estimados sio
significantes @ 5%, exceto a constante no wodelo com distribuicio f-
student. O miodelo capta wia alta persisténcia da volatilidade et ambas
as distribiicdes (de 0,136 + 0,833 = 0,969 ¢ 0, 106 4 0, 869 = 0,975).

gf =1,84 < 10 3+ 0,136¢7 4 0,83307 , (normat)
(3r|;rx|{]--(v)' (U.UIU)1 sy

of =1,34 % 107° 4 0,106 €7 + 0.869 07 | (i-student)
(3“39)(]0 -!'r) (U.f)lj)‘ {[}.{]”}]I

2. EGARCH: esse modelo lem wma persisiéncia wn pouce menor em relagdo
ao anferior, de 0,951 ¢ 0,961, Aléin disso, o pardinctro que capta a assinie-
tria do niodelo é significativo e possui o sinal esperado (-0,122 ¢ -0, 106).
Por tiltinio, salienia-se a significincia de todos os pardnetros estimados.

nof = —0,548 + 0,951 Inof |
(005417 (0,006)"

i i

€ €1-1

it SO IR 5} Jikind (normal)
Fi-1i ooy Ci-1

+ 0,216
(0016}

Inof = 0,446+ 0,91 Ino? |
{0063y {0,0n7)*
+ 0,188 | = ‘ ci-1
(0,023}

— | = 0,106 — {f-student)
I

(0,013 7t 1

3. PARCIY: 05 resulfades corroboran: o efeito assimetria deteciado no modelo
anterior por causa da significincia dos pardutetros estinados (0,610 e

0, 608); aléns disso, os valores asstidos sdo menores do que | e inddudo.

H ot
i

Como esperado, o valor de "a” & positivo.

o1 =0,0002 10,8470/
oael  omay

1,463
) {normal)

+ 0,103(|e;_.;| ~ 0,610€,_,
{002y (13,100}
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0:1,520 = 10,0001 + 0,875 gfl_fj"—‘l?[]

(OO0} (06}

1,520
+ 0,084 ( leril - 0, 6{}85,_]) (t-student)
{0%8)° (0,1473*

4. GJR: novamente wi modelo assiméirico e pode-se verificar o efeito assime-
trin presetite, emt virtude da significincia dos parametros (0,195 ¢ 0, 154).

of =2,62x10 %+ 0,83407
(3,55%10 ¢)"  (0015)

+0,01562_, + 0,195d (., <m ler-1)’ (normal)
(0,011} {0,018)"

o2 = 1,83 x 107° + 0,87007 |
{34810 8) ()

+0,002¢2 |+ 0,154d, <y ler 3l (t-student)
(1,013} (0.0207° B
5. GARCH-M: para esse modelo, assumie-se quea —= — 1, enffo éa varidncia

que entra como varidvel na equacdo dn média, ajudando g explicar 0s
retornos. Para a distribuicdo normal, esse parfimetro foi significante ¢
positivo, como esperado, pois, quanto maior o risco, maior o relorno.
No caso da estimacio utilizande a distribuicio f-siudent, o pardmetro é
positivo, mas ndo é significaite,

3
]
yy = 0,0005 + 0,054 y,_1 + 2,508 -t
o008y ooz’ {1,136)° (hormal)
o2 =1,94 % 1077 | 0,138¢2_, + 0,8290%
(33410 6" {000 (0,013}
0.2
= 0,001 4 0,047y, + 1,3635*
{0,0005) (3,020 {1,237)
{t-student)
o2 = 1,35 x 105 § 0,108¢2_| |- 0,8680¢7_
(3,34:< 10 6)' ORI {08y

Na Figira 8.2 observa-se os valores da velatilidade (varifncia) estimada
para cada modelo. Entre ontras coisas, observa-se que os modelos GARCH ¢
GARCH-M estimaram valores waiores para a volalilidade e que os modelos
tendent a perceber siluagdes de maior volutilidade ey momentos idénticos.
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EGARCH GARCH
0,006, ¢,M2
0,005 0,010 ]
0,004 6,008
0,002 | 0,065 ]
0,002} 0,404,
0,001M o002
0,000 d LA ik r il 0,000 1 ™ Ter Aaqadadie; pk s ad
500 1000 1500 2000 2500 500 4000 1500 2000 2500
GARCH-M GJR
.02 0,008
¢,010 0,007 {
0,006 4
0,005
,004 -
0003~
4,002
0,007 -]
T T T e 0,000 T T Ty T T
500 1040 1500 2000 2500 500 100G 1500 2000 2500

PARCH

560 4000 1500 | 200 2800
Figura 8.2 Volatitidade estimada utilizando distribuigao t-student,

8.7
GARCH Multivariado

Nesta secéo, estudam-se as trés formulacdes mais comuns. Um dos modelos é o
proposto por Bollerslev, Engle e Wooldridge (1988), que estenderam ¢ modelo
GARCH-M para o contexto multivariado, usando o operador Vech denotado por
MGARCH-M. O outro modelo multivariado é o BEKK, gracas a Baba, Engle,
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Kraft e Kroner (veja Lngle e Kroner, 1995). Finalmente, mostra-se o modeto de

correlacao condicional dindmica de Engle e Sheppard (2002).

8.7.1 VECH

Como a matriz de covariancia dos retornos ¢ simétrica, os elementos diferentes
uns dos outros estao no tridngulo inferior dessa matriz. A téenica de estimagao
consiste, pois, em aplicar um operador nessa matriz, de tal modo que se fique
apenas com o0s elementos do triangulo inferior em forma de velor Esse é o
chamado operador Vecht. Por exemplo, a matriz de covaridncia de um modelo

com H variaveis cxp]icativas ne tempo f ¢ assim descrita:

Ty Cizg 0 Vg

oy oy o U2y
Y=

Ty Guae 0 gt

Como se supde que a matriz de covaridncia € simétrica, entdo pode-se aplicar
o operador Vech para empilhar a porgao triangular inferior. em um vetor de
dimensio (1 (n 1) /2) x 1. Ouseja, coloca-se a primeira coluna sobre a segunda;

o resuliado sobre a terceira; e assim sucessivamento:

e _ 1
VELh(Lr}=|f-’11,r e W BRI <R VRN i S Lt 7 R T B t?'m.-,r]

O modeio MGARCIT-M em Vech pode ser forinulado assiny:
Yy =01 Lidl g
i3 b
Vech (£4) = C + ) | A; Veeh (e, i€ ) 1) By Vech (X ).
i jo b

en que

¥, & wm vetor iox 1

b ¢ um velor de médias (ou constantes) n % 1

deumvelornx 1;

el o~ NG, ¥, 6 um velor de perturbagdes atealdrias, gque segue um
processo MOARCTT

1O operador Ve provede da mesma maneita, mas transforma todos os clementos da matris cimoam
fnico velor, ou seja, nan Jesconsideraiin o triﬁngulo SUPIETION da matriz de covarianeia feojin detalies
v Liltkepold, HINHY.
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Céumvetor (n{n+1)/2) = 1;

Ay ¢ uma malriz (n (n+ 1} /2) x (n{n 4 1) /2);

B; ¢ uma matriz (i {(n+ 1) /2) x (n(n+1) /2);

vech ¢ um operador que empilha as colunas sob a diagonal principal, uma
sobre as outras.

Abrindo as equagdes malricials anteriores, tém-se:

Y14 by o1 Y120 0 Ol & €1
Yo by Tare T220 - oy dz €3¢
Yot by ol Tg2p o Ownyg &y Ent
r - r . [ 2
11,0 o €101
214 21 €1 -i€1r—i
. an g g 2, i1y
Tnlf 1 1L 121 1 j""‘-* Cpt €14
220 €22 g 210 827,i e Ayt ; Gif._,-
= - - +
T3t 32 1 er: : : . : €31 -i€20-i
Tonfustyy Hfm'_'f!z N CREV
2 * K * 2 P
Ty g En2 Ent-i€2,0—i
L Vit | | Cun ] Ei,f ; i
r
P11
216§
Diy; e 4 e B e
i 12 eyl Tarl -
; Byt fo ; coe LI . ,
. }f: 21,f 22§ 2 Tz p--f
! : : : : Uaze-j
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Na formula¢do anterior, 0 namero de pardmetros a serem estimados na
equagio da varidncia é de [ (n + 1) /2)%(p + g) + [ (1 + 1) /2]. Para evitar que
tantos pardmetros sejam estimados, geralmente iinpde-se que os elementos das
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diagonais secundérias das matrizes A; e B; sejam nulos. A economia proporcio-
nada pelo procedimento é de [ (1 + 1) /2](p + q}[(n {1 + 1} /2) — 1] parAmetros,
e o modelo ¢ mais conhecido como Vech-diagonal.

Em um MGARCH (1, 1), as equagdes da covariancia sao:

U114 o mp 0 0 EiH
oy | = e | F 0 axpy O €34-1€1,4-1
022t n 0 0 a4 €3
biip 0O 0 o111
+ 0 byy O 021,i-1
0 0 by 022,6-1

Assim, a varifncia de uma varidvel é explicada apenas pelo quadrado de
seus erros passados e de sua varidncia passada, enquanto a covaridncia das
equacdes ¢é explicada pelas covariancias passadas e pelo produto cruzado dos
erros passados.

ImpGem-se essas restrighes pelas seguintes razdes: as informagdes sobre as
varidncias sio usualmente reveladas nos residuos quadrados passados e nas
varidncias passadas. Se elas se alteram vagarosamente, 0s residuos quadrados
passados e as varidncias passadas devem ser capazes de prever as variéncias
futuras (Engle e Kroner, 1995). O mesmo comportamento se repetiria no caso das
covariancias, Isso significa que as varidncias pouco explicam as covaridnciag, e

vice-versa.

8.7.2 Restricbes e Inferéncia

Para que se maximize a verossimilhanga, é preciso impor restrigdes para garantir
que a matriz de covaridncia seja positiva definida. Por isso, estima-se a fungao de
verossimilhanca sujeita 2 restrigio de que os autovalores da matriz de covariancia
condicional sejam simultaneamente maiores que zero. Para estacipnaridade, ¢
preciso que as raizes da seguinte polinomial estejam fora do circulo unitario:

max[p.q] .
1- Y (Ai+B)A|=0,

i=1

em que A é o autovalor associado a cada um dos autovetores.

Como os pardmetros sio restritos, surgem sérias dificuldades para a infe-
réncia estatistica. O método usual de inferéncia estatistica, céleulo da mafiriz
de covariancia e construcio da estatistica f, a partir dos desvios-padréo dos
parametros, ndo funciona quando as restrigoes envolvem desigualdades. Isso
se deve ao fato de que as regites de confianga nao serio simétricas em relagdo
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as eshimativas. Para superar essa dificuldade, podem-se compular os limites de

confianga, por intermédio de simulagdes (veja Schoenberg, 1997).

8.7.2 BEKK

Para garaitir que a matriz. de covaridncia seja positiva scmidefinida em cada
momenle do tempo e teduzir os niuneros de parametros estimados, Iingle e
Kroner (1995) sugerem uma formulagfio alternativa pouco resiriliva:

fll' [l,l
By s CCH Y Aler el A+ Y B B,
Pl

i=1

em que C, A, BJ,- sao matrizes 1 x 1, mas C ¢ uma malriz triangular superior.

O maodelo BEKK ¢ um caso especial do modclo Vech {veja Engle e Kroner,
1995, para uma prova).

A inluigio para enlender por que a matriz C & triangular superior & lembrar
da covaridncia nido condicional em que os elementos diagonais sdo iguais. O
exemplo a seguir mostra claramente por gue nao se perde generalidade impondo-
se triangularidade superior. De qualquer forma, ¢ importante notar que o nimero
de pardmetros a estimar nesse modelo é de #? (p 1 q) - (s (# + 1} /2), 0 que pro-
porciona wma economia em relacdo ao modlelo Vech de (1% (1 +3) (1 - 1} /4) (pp +

g} parametros.

Exemplo 8.2
Exemplificandoparan =2, p - g - 1, tem-se:

_ L
o iz || i Oz (SR )
Gatp ez 0 0
-, ,
| O ] €11 €10-1€2,0-1 a1y a2
. . 2
iy a2 €21-161,1-1 €311 fta) 32
97/
| b b T U1 bir bp2
' byy by Ootp-1 O22po by by

Lessa forina, o wiimero de pardmetros a seret estiados reduz-se de 21 para
11, garantindo-se que a matriz de covaridnein serd positiva semidefinida ent cada
maomento do tenpo.

Note gue:

[ 0 ‘11 2 _ ('fl [STINE)
- - . 2 2
Cyg 22 () b 11012 € + €535
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Por inspegio vistal, & ficil ver o niimero de graus e liberdide de quie se precisa,
por ser necessdria wina malriz simétrica. No exemplo, issa implica que existem

duas varidcios ¢ wng Covarianecla.

114 duas formas de simplificar o modelo BEKK. No primeire caso, impoe-se
L'{iagonalidade as matrizes A; e B}-, para obter o chamado DBEKK. Nessa situacdo,
haveria sete parametros a estimar no exemplo apresentado. No segunda caso,
impoe-se que as matrizes A; ¢ B; tornen-se escalares que multiplicam matrizes
de uns. Quer dizer, as dindmicas das variancias e covariancias sao governadas
pelos mesmos pardmetros ¢ so diferem pelos obtidos na matriz C. Esse modelo é

chamado de BEKK-escalar.

8.7.4 CCCe DCC

Bollerslev (1990) propds um modelo em que as covariancias condicionais sdo
parametrizadas de modo a serem proporcionais ao produlo dos desvios-padrio
correspondentes {Bolerslev, Engle e Nelson, 1994). Tsso diminuin a intensidade
computacional requerida para estimar o modelo e tornou mais Ficil impor
as condigbes necessdrtas para garanlir gue a matriz de covaridncia seja posi-
tiva semidefinida.

Considere a matriz diagonal !)f, n % i, com covariancias condicionais ao
Jongo de sua diagonal. Ou seja, {Df |, = {Xe}; e {DF}; =0V =121
O modelo de correlacido condicional constante, CCC, assume que Ry = R ¢
invariante no tempo, de tal modo que a variagio temporal em Xy é determinada

somente pelas varidncias condicionais. Ou seja:
Ej o Df RD;

Considerando que as varidneias condicionais ao longo de D7 devem ser todas
positivas ¢ assumindo que R scja positiva definida, a seqiiéncia de matrizes de
covariancia condicional, {X}, y 4, € positiva definida quase cerlamente poara
todo t. Dessa forma, é possivel concentrar a fungdo de verossimilhanca em R,

simplificando bastante a estimagao.

Exemplo 8.3
No caso bioariado, lew-se:

v, S0 1 p S, 0
0 T R I 5

Mais recentemente, Engle (2003} ¢ Engle ¢ Sheppard (2002] generalizaram o
moadelo anterior, permilindf_) que a correlacio assumisse uma dinimica. Assim,
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eles introduziram os modelos de correlagdo condicional dindmica - DCC. Os
modelos de correlagao condicional dindmica permitem que os modelos multiva-
riados sejam estimados a vdrios passos. O primeiro passo consiste em estimar
os modelos individualmente assumindo uma estrutura GARCH. No segundo
passo, estima-se a correlacdo dindmica a partir dos residuos padronizados do
passo anterior.

Esses artigos mostram duas propriedades importantes desses modetos:

a) Os pardmetros da estrutura GARCH sao independentes da estrutura de
correlagiio sob vetossimithanca normal;

b) A consisténcia e normalidade dos parametros sdo mantidas, mesmo que
0% erros ndo sejam normais, caso em que se pode assumir uma estimagao
de quasi-verossimilhanga.

£ claro que a estimagio a vérios passos requer que o erro padrdo dos para-
metros seja modificado, entretanto a matriz robusta de Bollerslev-Wooldridge de
cada modelo GARCH univariado permanece consistente, de forma que apenas
a covariincia assintética dos pardmetros do estimador da correlagdo precisa
ser ajustada.

A seguir, formaliza-se o modelo DCC. Assume-se que ryll;_y ~ N (0,2}, em
que Ly = D4R, D} é um vetor de perturbagdes aleatérias, que segue um processo
MGARCH. Aqui r+ pode ser o resultado de uma série filtrada previamente.
Segundo Engle e Sheppard (2002, nota de rodapé 2), o erro padrio do modelo
nao dependerd da escolha do filtro (ARMA, exclusio da média), pois as derivadas
parciais cruzadas da fungdo de verossimilhanga com respeito aos pardmetros da
média e da variancia t&m esperanga nula com fungio distribuigdo normal.

A fungdo de verossimilhanga é dada por:

-

H
Mlb—\
1=

(1In(27) + I || + 127 )

..,
Il
—

(r1n(27) + In|Dy Ry Dy + 1D7IR D M)

=

Il
—_

(nIn(27) + 21 | Dy + In[Ry] + €:R; Ley)

8
L3

(nIn{2n) +2111[D;|+riDt1D Ly +In|Re| + €1R; e} - ere}),

™1~

[I
Mli—‘ Mli—k Ml>—=
L7

0

em que € = #D;"! sido 0s residuos padronizados, tal que:

{ ~ N(0,Ry).
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Um dos objetivos dessa formulagdo é permitir que o modelo seja estimado
mais facilmente, mesmo que a matriz de covariancia seja grande. Pode-se dividir
a funcdo de verossimilhanga em dois conjuntos de parametros, 0, e O, da

seguinte forma:
L(Gm ®c) = Lv(@v) + Lc(®v:®r);

em que o componente de volatilidade, correspondente ao pardmetro Oy, €

dado por:
] =
Ly (@) = -5 Y (¢in(27) +1n |Dy |2 4 D, %)
!

e o componente da correlacdo, correspondente ao vetor @A, é dado por:
1 == -
Le(@y, @) = 3 T (n|Re| + R Tef —eney)-
!

A volatilidade da probabilidade é aparentemente a soma das probabilidades
individuais de GARCH:

URR b
Lo (@) = ‘iLL In(27) + In{ey ¢) + o"j_rf ’
1,

toi=1

que serd juntamente maximizada se cada termo for separado. A segunda parte
da probabilidade serd usada para estimar 0s pardmetros da correlagao.
A forma de estimacdo a dois passos constitui-se do seguinte, entao:

©y = argmax {L;(@u) } -

Com esse pardmetro, pode-se construir a matriz Dy, da seguinte forma:

Qi i
Ty = wi+ Z n:,-qr%,_q + Z Bipiig—p i =12,... 1.
=1 p=1
O modelo deve ser estimado com as restrigdes usnais de ndo-negatividade
e estacionaridade, tal que: L?;l hig + z::’m] Bip < 1. Enfatiza-se que 08 modelos
individuais podem ter diferentes ordens p e g, razao pela qual se colocam 0s
subscritos / nas ordens Q; e Py. A especificagio do modelo GARCH poderia incluir
termos assimétricos e de meméria longa, como estudadoes em segdes anteriores.
Dados os parametros obtidos nos medelos individuais anteriores, podem-se
encontrar os pardmetros da estrutura de correlagao, por meio da estimagao em
segundo estagio

max{Lc (0, )} = max —

1 -
X ax - 5 Y (In|Ri| + &R et — ).
t i
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Sob condigdes regulares bem razoaveis, a consisténcia da primeira etapa asse-
gurard a consisténcia da segunda etapa. Como ¢ méaximo da segunda etapa serd
uma fungdo das estimativas do parimetro da primeira etapa, se a primeira
etapa for consistente, o segundo passo também o serd, desde que a fungio seja
continua na vizinhanga dos verdadeiros pardmetros (veja Newey e McFadden,
1994, para mais detalhes). A prova dessa proposi¢do pode ser encontrada em
Engle e Sheppard (2002).

Nota B.2 Note que, na ltima maximizacio, o termo €€} ¢ desnecessdrio, pois advém

da primeira maximizagio.

O modelo proposto no segundo estagio supde encontrar os parametros do

seguinte modelo dindmiceo:

M H . M H
2 = (1 - Z X — Z ﬂfl‘)Q"" Z ﬂ-'mef—me;—m + Z ﬁJer—h!

m=1 =1 m=1 fi=1

Re=Q; 1007,

em que Q € a covariancia ndo condicional dos residuos padronizados resultantes
da estimagao de primeiro estdgio e:

vy 00 o0
. 0 Vs - 0
Q= ; : -
0 0 SRRV (ST

A matriz QF € a matriz dos desvios-padrao padronizados. Assim, um ele-
mento tipico de Ry terd a forma:

Gij.

[Rilyj = oo = —22
RN o -y

Nota 8.3 Os pardmetros ay e By, sdo escalares e iguais para todo 4ij» de forma

a garantir que a matriz de covaridncia seja, positioa definida para todo }. Essa é a

restrigito fundamental em relagio aos modelos anteriores.

8.7.5 Alisamento Exponencial e EWMA

Alternativas a especificagdo anterior podem ser tentadas. Por exemplo, pode-se
especificar um modelo com um alisamento exponencial do seguinte tipo:
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=1
Y ATE s rs
=1
Pijt = LA e{0:1).

i-1 -1
( ¥ A-“‘ei,__s ) ( Z] f\sf:"i;__g )
50 5=

Outra forma é o modelo EWMA multivariado especificado da seguinte

forma:
Gijg = (3 = AMeri 1601} + Althija-1),
i

Pijr = =
vt NCETEIT

Normalmente fixa-se A = 0,94 para dados didrios. Essa recomendagdo ¢ da
RiskMetrics. O problema é considerar isso igual para todos os ativos, A forma
multivariada de escrever a equacio anterior e comparar com o modelo DCC é&

Qr=1{1- r’\)(f?r,—ﬁ;._ﬂ +AQ 1.

Exemplo 8.4
Esthnacio de hwedge

Os agentes participanies do mercado futuro elaborant estiatéging de hedge
para se proteger de oscilages adversas nos preos das acdes. Eles necessitam
comprar determinada quantidade de contratos fultios que ntindinize g volakili-
dade da riqueza. E necessdrio o cilculo da taxa dtima de hedge B, determinada
pela seguinte formnida:

_ cov (AFuturo, ASpot)
- var{AFuturo)

ent que AFuturo é a variagio absoluta de pregos no mercado futiro e ASpot éa
variagdo absoluta de pregos no mercado 4 vista,

Dada a volatilidade presente em dados financeiros, é inferessante wkilizar
wina metodologia gue permila que a varidncia ¢ @ covarifincin entre 05 pregos
futiros e d vista varient ao longo do tempe e, conscqticntemante, a razio de Nedge.
Tal possibilidade pode ser aleangada usando modelos GARCH mitivariados.

Neste exemplo, ¢ utilizado wm BEKK dingonal para o estimagio dn taxa
dtima de hedge usando dados didrios de cotagio do prego i vista e dos contratos
freturos da taxa de cantbio R§/USS.

Os dados compreendent o perioda de 6 de janciro de 2000 até 16 de fevereiro
de 2006. Como et cada instante do tenipo haverd nais de i contrato furfuro en
aberto, foi wiilizado o contrato mais proxinio da data de venciiiento e cont maior
liquidez. Para os precos do mercado @ vista, foi utiizade a série de cotagdes da

2 "
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taxa de cnibio R$/US$ multiplicada por 1.000. Nos pregos obtidos, foi aplicado
o logaritnio natural ¢, finalmente, foi calculado o retorno.

Os resultados da estimaciio do modelo wtilizando wia defasagen: para o
sistema da varidncia sdo dados a seguir:

0,000 o0 ] Too0007 0

_ | (0.00009) (0,00009)
0,0004 0,0008 0,0004 Q,0008
(0,0001)  (0,00008) (8,0001)  0,000087
fg270 o6 1 0,270 0
0, }
* (?110} 0,205 | -1t {O?Jm) 0,295
0.013) | (0,013)
0959 o 1 0,90 0
4 | (0002) 0 {0,002}
0 0,952 B 0 0,952
L {0,003) | {0,003)

Primeiro, pode-se perceber que fodos 0s pardnetros estimados sio estatistica-
mente significantes. Outro ponto a salieittar é a alta persisténcia (0,960 ¢ 0, 952)
encontrada na estimagdo. A Figurn 8.3 mostra as estimativas das variéncias dos
mercados futiro e & vista ¢ da covaridncia entre os dois mercados obtidas a partir
dos pardmeltros estitnados. Com esses valores, estimou-se o valor da taxa étima
de hedge para cada instante do tempo, resultado presente na mesma figura (em
baixo). Pode-se perceber como o valor da taxa de hedge assume diferentes valores
a cada instante do temipo por causa da volatilidade nas séries.

0,006

| 0.0012

F 0.0063

| 0,0004

;: ! ’lﬁ l I' i ﬁ-o‘nuao

ool i [J! T

E:Z:Wﬂ HW v “Wq ke

° 250 800 780 .10'90 1250 1500
-

Figura 8.3 Volatilidade ¢ hedge.
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8.8
Teste de Residuos ARCH-LM

Esta secio sugere um procedimento para identificar a existéncia de GARCH
em um contexto multivariado. A idéia é estimar o VAR multivariado e tomar
os residuos dai decorrentes para obler subsidios A existéncia de covariancia
condicional. Portanto, seja & o vetor de residuos do VAR, O teste prossegue

estimando-se:

vech (8} = Cy + Cy vech (¢_16;_} + Cavech (61_26,.2) + -
+ Cq vech (é;._qéi _q) + iy,
em que
vech é um operador que empilha as colunas sob a diagonal principal, uma
sobre as outras;

Copéumvetor (n{n+1)/2) x 1;
C; é uma matriz (r{n + 1) /2) x (n{n +1) /2}.

As hipoteses nula e alternaliva sao:
Hy: Cy =C2=-~:C,3;0><H| O AOVE #OV - -V #D.

A estatistica multivariada é:

2
MARCH; 31 (g} = T’iM& LAY

2 A g2t
R2 =1- —{r (2 2.._1)
" i+ 1) d sy ]

em que

Y., & a matriz de covariincia irrestrita dos residuos com dimensao

il 1) y in{n+ 1)
2 2 ’

3., é a matriz de covariancia restrita dos resicuos da regressdo impondo

Ci=0

Exemplo 8.5

Considere o modele nifo estaciondrio semt drift sinnlado no capitulo sobre
VAR. Estimado o modelo, verificam-se os residuos usando esses testes. Eshi-
made 0 VAR (1), procede-se av feste LM sobre existéncia de heterocedastict-
daide condicionnl.
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Defasagens ()-Stat  Prob. df

1,678 0,99 9
2,924 1,000 18
6,523 1,000 27
5032 1,000 36

LR S

O Eviews reporta o resuliado das probabilidades com 1% graus de liberdade.
Por isso, ¢ preciso olhar a tabela usando gn (11 + 1) /4 graus de liberdade. A
tabela anterior contém as probabilidades corretas; entrefanta, se fossent usados
1°, o hipdtese nula udo sevia rejeitada tambénr. No caso do exemplo, conto ido se
rejeita a atula com menios graus de liberdade do que sevia correto, com mais razio
nido se refeitaria se o niimero de graus de liberdade fosse ainda maior.
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Revisdio de Econometria’

1. Suponha o seguinte modelo linear: y = X + ¢, em que y e € 530 vetores
nx1,X <coéumamalrizh xkeféumvetork x 1.

{a) Determine a(s) hipotese(s) necessdria(s) para estimar esse modelo por

MQO.

(b) Determine a(s) hipotese(s) necessdria(s) para que o B estimado, B,
exista e seja tnico.

{c¢) Determine a(s) hipdtese{s) necessaria(s) para que $ seja nao viesado.
(d)y Determine a(s} hip&tese(s) necessaria(s) para que B seja eficiente.

(e) Determine a(s) hipétese(s) necessaria(s) para que se possa fazer infe-
réncia estatistica.

! Alguns dos exercicios a seguir sae adaptagdes de Bueno (2001).
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2. Addo Ismiti queria entender como a produtividade do trabalho se as-

sociava a divisdo do trabalho. Propbs-se a fazer a seguinte experiéncia:
primeiro, ele regrediu produtividade {p) de » trabalhadores de fdbricas
de alfinetes contra o niimero de fungdes exercidas por esse trabalhador
{F), os anos de escolaridade (E), o saldrio (w) e o nimero de filhos (N).
Formalmente, a regressio ficou assinu

pi = B1+ BaF; + B3E; 4 ﬁgltuf F Bs N, 4wy

Usando o teste f-sludent, o eminente pensador nao rejeitou a hipdtese
nula de que B3 = 0. Em seguida, retirou a variavel £ da regressdo para
estitnar um modelo mais restrito. Como resultado, BS tormou-se, fambém,
estatisticamente ndo significativo. Por ullimo, retirou a varidvel N do
modelo e o reestimou novamente.

(a) Explique por que é desnecessario retirar £ do modele para fazer o
teste de Fem fi3, bastando, pois, apenas o teste de {-student.

{b) O procedimento adotado por Ismiti esla correto ou equivocado por ter
eliminado a varidvel N do modelo?

. Considere o0 modelo linear ¥ = X 4 €, em que y e € sdo vetores 1 x 1,

X < co & uma matriz # x k, e f é um vetor k x 1, estimade por MQO
com constante, Verifique se as afirmacbes a seguir s3o (F) falsas ou (V)
verdadeiras e justifique sua resposta:

{a) Ante a existéncia de perturbacdes heteroceddsticas, as estimativas de
B sdo consistentes.

(b} Ante a existéncia de perturbacdes heterocedédsticas, as estimativas de
B sao ineficientes.

{(c) Ante a existéncia de perturbacdes heterocedasticas, a matriz de cova-
ridncia das estimativas é inconsistente.

(d) Ante a existéncia de perturbagGes heterocedasticas, os testes de hipé-
teses sobre os cocficientes sdo invdlidos.

. Considere um modelo de regressao linear multiplo em que f exista, scja

ndo viesado e eficiente, haja vista que 1 € homocedéastico. Imponha falsas
restrigdes sobre os pardmetros do modelo.

(a) Mostre que as estimativas sao viesadas.



tyercicias 263

(b) Mostre que a varidncia das estimativas do modelo com restricoes &
menor que a variancia das estimativas do modelo sem restrigao.
(c) Qual a implicagio desse resultado em termos de previsao? Qual a

intuicao desse resultado?

5. Responda:

(a) Mencione ao menos dois tesles para a hipétese de homocedasticidade.

(b) Mencione ao menos um teste para a hipdtese de autocorrelagio dos
residuos,

(c) Se vocé rejeita a hipdtese nula em a., por qual método vocé estimaria
0 modelo?

(d) Se vocé rejeita a hipétese nula em b, por qual método vocé estimaria

o modela?

6. Faca 0s seguintes exercicios:
{a) Suponha que 17 || = oo, Mostre que 32 x? < 09,
an 1 gl [
(b) Prove quelim,.—.w} i ¢ = 03
. . 1
(¢) Prove que lim, .o Y7 | oo,

(d) Prove que, se 12,17 < oo, entdo vy [x;] < o0

Fundamentos Estatisticos
1. Considere a seguinte afirmagiio como verdadeira: Seja {Zy} uma seqiién-
cia de variavelis aleatdrias i.i.d. N {0, 1}, entdo {7} ¢ (estritamente) estaci-

ondaria.

(a) Qual a hipdtese basica do resultado anterior? Por qué?

(b) L possivel afirmar que estacionaridade reforga a hipotese de distribui-
¢io idéntica?

(¢) A hipétese de estacionaridade sobre wima série qualquer ¢ mais fraca

que a hipdlese i.4.4.7 Por qué?

2. Defina processo estocastico e ilustre graficamente, Explique o que ¢ a
realizagdo de um processo estocdstico e por que as séries econOomicas

podem ser entendidas como geradas por processos estocisticos.
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3. Por que sdo impostas restrigdes sobre a heterogeneidade temporal e sobre

a memdria de um processo estocastico?

. Determine a diferenca entre estacionaridade forte {ou estrita) e estacionari-
dade (fraca). Construa exemplos mostrando quando uma implica a outra,
e quando uma ndo implica a outra.

- Responda:

(a) Mostre algebricamente como um processo AR (2), com raizes fora do
circulo unitario ¢ expresso como um MA (o).

{b) Escreva um MA (1) sob a forma de um AR {eo).

{c) Por que as raizes do processo MA devem estar fora do circulo uni-
tario?

. Verifique se os modelos a seguir sao estaciondrios e/ou inversiveis, em

que L € o operador defasagem:

@ (1=L)y=(1-05)es;

(b) (1+0,8L)y =(1-1,2L)e;

(€ (1-0,7L+0,4L%) = (1 - 0,5L)ey;

() {(1-0,7L-0,4L%) = (1-1,6L+0,7L2) e;;

{e) (1+0.9L)ye = (1+0,5L+0,4L2 +0,3L%) e

. Calcule as autocorrelagdes dos modelos MA (2), AR (2) e ARMA (1,1).

- Considere o seguinte processo estocastico:

Yi=¢Yiy+e, e~iiN(01), Yy=0

em que ¢ pode assumir os seguintes valores: 1,0; 0,9: 0,5. Simule 1.000
séries {com 100 observa¢des cada} para cada um dos pardmetros tedricos
de ¢; estime-0os em seguida por MQO. Comente as propriedades do
estimacdor.
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Processos Estacionarios

1. Considere o processo AR (1) a seguir:
yo= oty e

(2} Defina os estimadores por OLS de ¢ e ¢y

(b) Considere que € ~ LiN(0, v?). Supenha que se observem
{41, y2, . yr}. Tome a primeira observagao iy cOmo dada e obtenha a
funciio de log-verossimilhanga condicional das observacdes restantes
[ou seja, de p iy, ¥ yr [ )]

(€) Mostre que o cstimador por ML condicional resultado de (b} é equi-
valente ao estimador por OLS de (a). O que aconteceria se tivéssemos
média mével, ou seja, se quiséssemos estimar um ARMA? Discorra
em linhas gerais.

2. Calcule {manualmente) as primeiras cinco autocorrelagdes para cada um
dos seguinkes processos:

@ Y, e+ ,coml=-05

by (1 ¢L)Yr= ¢, comep =09

€y (1 -¢pL)Y, =€ - 0¢,comg¢p =09e¢ = -0,5.

3. Considere o processo AR (2) a seguinn

Yook ooz 1€

emquedy =0, ¢ = 0,deqp = -0,5 Caleule (manualmente) os primeiros

valores da fungdo de autocorrelagao parcial.

4. No capitulo, simulou-se um processo MA (2} Apesar de gerado um
MA (2), o correlograma, assim como 038 critérios de informacio, indica
que o processo que melhor se ajustaria seria um MA (2} degenerado, ou

seja, y = 6 + a6, 3. Discuta possivels explicaches para esse fendmeno.
5. Considere o seguinte modelo:

o= 0,2969 --0,803458y, -+ é;,
(O IR0H33) (U0H252)

amaostra de 200 observagoes;

(...) = desvio-padrio.

Caloule i = T—r;a

e mostie que 0y, = 0,7588. Use 0 método delta,



266  Economiciria de Séries Temporais

6. Considere um modelo MA (1) : y; = €, 4 0¢,_1, ¢ ~ N (0,02). Usando a
metodelogia de Box, Jenkins e Reinsel (1994) de backforecasting, determine
E (e:1Y, 8) de forma a obter a verossimilhanga exata, isto ¢, determine sua
formulacio recursiva.

Processos Nao Estacionarios

1. Identifique e estime um processo ARIMA para as séries a seguir. Pro-
ceda aos testes de raiz unitaria ADF, ADF-GLS, PP, KPSS, ERS, NP e
indique possiveis discrepéncias entre esses testes. Explicite os passos
efetuados (por exemplo: “Observando a FAC e a FACP, a série pode
ser um ARMA (1,1), ARMA (2,1), AR (1) .."). (Lembre-se dos passos:
estacionaridade, identificagdo, estimacio e verificacdo).

{a) IPCA (aplicar o fu{} ao niimero indice).

(b) Produgdoindustrial mensal do IBGE (aplicar o /() ao nimero indice).

(c) ExportacSes brasileiras (aplicar o in() a série) em US$ FOB (codigo
BCB: 2946).

2. Simule o seguinte modelo ARMA com 300 observagdes: 1y = y;_1 + & +
fe; 1. Faga o teste de raiz unitdria para 8 = [-0,98; -0,95; -0, 90; —0, 85;
--0,80; -0, 50;0,90;0,95; 0, 98]. Voceé aceita a hipdtese de raiz unitdria para
todos os valores de 87 Se 1o, para quais valores voce rejeita usando DF e
usando PP? Interprete o resultado.

3. Utilizando a série do Ibovespa, mensal, aplique os testes de raiz unitéria
e avalie a presenga de raiz unitdria. A inferéncia estatistica difere se forem
utilizados testes distintos? A forma de célculo da variancia de longo prazo
é relevante neste caso?

GMM

t. Hansen e Singleton (1983) estimam o modelo consumption based assct
pricing por GMM. Apés a maximizagdo da utilidade intertemporal de
um agente representativo, tendo como variavel o consumo, sujeito & sua
restricdo or¢camentdria intertemporal, o problema se reduz a estimar os
pardmetros equacio de consumo e investimento étimos:

1w {c) = 6E; [Ryjq1f (141} paratodot,
1 I
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em que Ryy) € 0 retorno bruto (1 + taxa de retorno) do ativo em !, p
é 0 prego do ativo em {, ¢; é o consumo no periodo f, & o desconto
intertemporal e E; -] a esperanga condicional [note que a taxa de retorno
éRiy1 = (Pry1 + D) /P emque Dy éo dividendo).

{(a) Veja os exemplos de aprea;arflento de ativos no capitulo sobre GMM e

derive esse resultado.

{b) Reescreva a condigio de equilibric tomando a fun¢éo de ufilidade
wie) =c; /. '

(c) Se o objetivo ¢ estimar os pardmetros (3,7) por GMM, defina os
momentos condicionais da populagio (tome como dado o vetor de

instrumentos z;).

. Utilizando os dados de consumo de bens nado durdveis {proxy para ¢;) dos
Estados Unidos e o indice de retorno com proxy dos retornos sobre in-
vestimentos, estime no Eviews por GMM os parametros (6, 7). (Hansen e
Singleton utilizam como instrumentos as defasagens em um, dois, quatro
ou seis meses dos retornos e CONSUMmo.)

(a) Estime o modelo usando os instrumentos sugeridos. Compare com os
resultados de Hansen e Singleton {1983).

{b) Compare como as estimativas variam quando o conjunto de instru-

menlos varia.
(¢) Calcule a estatistica “J”. Comente o resultado dessa estatistica.

(d) Estime o mesmo modelo por minimos quadrados ndo-lineares e com-
pare os resultados. Os pardmetros estimados diferem? Comente,

. Em que casos a estimagio por GMM gera resultados iguais & da estimagao
por OLS? Derive o resultado algebricamente.

. Nem sempre a estimagao por GMM € desejdvel, mesmo sendo mais
eficiente. Apresente pelo mmenos dois argumentos que comprovem essa

afirmacio.

. Issler e Piqueira (2002) estimam as equagoes de Euler utilizando trés tipos
de fungées de utilidade para o caso brasileivo. Usando as ferramentas de
GMM, reproduza os resultados dos trés modelos a seguir:

Cr1 v

em que { = {ibov, titulopub),
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c —ky=1) s -7
E’[ﬁ(?’:) (%) )=

em que i = (ibov, titulopub) .
. pp-1)
Cit -1
Ei [;8” ("‘E‘;") I‘;{)(Jvlf.'_] (1 + rlitul()pub,f--l-l):| =1

- - i
. 1 c )(F 1
E. - - T o e - 1 = 0
f |\,}. {{ﬁ(ft---l tbune f -1

Estime os pardmeiros (8,7}, (B.x.7) e (B.o.¢.7), em que ¢ =
(1- p)_] ,¥ = 1— &, correspondentes a cada especificagdo acima.
Apresente os valores das estatisticas dos paradmetros e a J. Utilizando
o Eviews, veja se os resultados variam conforme o métedo de estimagdo
adotado (Kernel e janelas). Compare os resultados com o artige de Issler
e Piqueira (2002) e com Cysne (2006}

Clarida, Gali e Gertler (2000} estimam a seguinte fungio de reagdo do
Banco Central na determinagio da taxa de juros norte-americana:

fr=gilra+ (1—g) (4 gamip + Sx-“fr,q) + €,

emque p =i" — (g7 — 1)}5%, i; é a taxa de juros efetiva, * & a meta da taxa
de juros para {, 7% é a meta da taxa de inflacao, 7, é a inflagdo entre f e
t + &, x4 € 0 hiato do produto entre os periodos t e f + 4.

{a) Use o artigo mencionado para explicar como os autores chegam a
especificagdo anterior. Quais imposicoes sdo feitas sobre os dados?

{b) Defina os instrumentos e as condigdes de momentos. Aponte justifica-
tivas econdmicas dessas condices.

(c) Estime os parametros (g, g, g+, ¢} por GMM, nos perfodes: completo,
pré-Volcker (antes de 1979 : 02 inclusive) e p6s-Volcker.

(d} Comente como o pardmetro g, estimado varia nestas trés amostras.

Vetor Auto-Regressivo - VAR

1.

Considere o seguinte modelo VAR estrutural bivariado:

I -ap yur N _f bu b Yipa L €
—ap 1 Yot a1 bz Y2 e )
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(a) Pressuponha que E[e;) = Elez] = 0, Ele 1603} = oy parat = v
e zero, caso contririo, E[e;;&;] = @z para I = T e zero, caso
contrério, e E ) 1& 2} = O para todo { e 7. Quais as implicagbes desses
pressupostos? Explique brevemente.

{b) Reescreva o VAR em sua estrutura original na forma reduzida. Dis-
corra sobre a identilicagio do VAR estrutural (namero de parametros,
como atingir identificagan).

(¢) Suponha que o VAR estrutural em {b) esta exatamente identificado.
Expresse 0s parimetros estruturais na forma dos parametros reduzi-
dos.

. Considere o seguinte VAR estrutural:

Wig = 0,52, — 0, 19’1,1-1 =02y 1 1y g
Yo = 0,8y 1+ 0 di o + gy

() O modelo estd identificado?

(b) Reescreva o modelo na forma reduzida. O que se pode dizer sobre a
causalidade de Granger das séries?

(¢) Calcule a fungio resposta ao impulso de €, sobre y; 5 para os trés

primeiros periodos.

. Considere o seguinte VAR:

yir y _ 01 {08 0 U2V ER I IO ¥
Yai 1 0,2 04 Y21 e2,

{a) O modelo é estaciondrio, cointegrado ou possui duas raizes unitarias
independentes?

{b) Calcule o valor da fungio resposta ao impulso de um choque unitério
em iy e iz, para seis periodos.

(¢) Suponha que a matriz de covaridncia dos residuos seja dada por:

1 1

DL

Decomponha essa matriz usando o método de André Luis Cholesky e
recalcule a fungio resposta ao impulso.
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Vetor de Correcdo de Erros - VECM

1. Modelos de cointegragio sae uma ferramenta importante para testar mo-

delos econdmicos que envolvam séries ndo estaciondrias. Em particular,
muitos estudos tém procurado estabelecer relacGes enire as taxas de
cimbio de diversas moedas.

{a) Utilize seu conhecimento macroecondmico e estabeleca uma relagio
tedrica entre as taxas de cdmbio dos paises.

(b) Descreva a metodologia proposta por Engle e Granger e aplique-a
para testar seu modelo para a taxa de cimbic entre doélar e iene.

(c) Descreva brevemente a metodologia de Johansen. Teste a presenga de
cuintegracio e interprete as estatisticas Amax @ Ayrace-

(d) O que se pode dizer das duas metodologias para esse caso? Alguma é
preferivel & outra?

. Muito se tem dito sobre a taxa de ¢Admbio e outras varidveis financeiras,

porém praticamente nada sobre ¢ nosso péo francés de cada dia. Este
exercicio e o seguinte propdem-se a preencher essa lacuna e aproximar
a teoria econdmica do nosso cotidiano matinal.

Sejam os precos da farinha de trigo ao consumidor em duas regides
metropolitanas, p; e pz, e o preco do trigo para o produtor, p,. Tem-se

o seguinte medelo VECM:
Apry $11 P12 s Aprsa
Apag | = | ¢21 P2 ¢3 Apai
App, P31 3 P Apar-1
14 14 r
+ a; n;; (p1 — Bio — Bup2)i
wa s | L (p2— Bao — B2iPy)i_q
P €11
oy | dg+ | e |
3 /. €3,

em que dy; ¢ uma dimmy para o perfodo de cambio flutuante {a partir de
janeiro de 1999).

(a) Interprete o modele anterior, explicando cada uma de suas partes.
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(b) Estime os pardmefros e interprete o significado deles. (Note que o
vetor de correcdo de erros estd restrito; atengdo quando estimi-1o).

3. No exemplo do capitulo, foi criado um modelo para os indices de pregos
do trigo no atacado e da farinha e pao francés ao consumidor. Escolha

alguma regiao metropolitana e:

{a) verifique se hd alguma relagdo de cointegragao entre as séries, usando
o teste de Johansen;

(b) especifique 0 modelo e estime-o;

(c) interprete os resultados.

Heterocedasticidade Condicional

1. Sejaer ~ N (0,07), em que 07 = 0,2 + 0,097_, +0, 97 .

(a) Lembrando que o’f = E [e? |€,<___1,€,a_2,‘..], use a lei das expectativas
iteradas para encontrar a varidncia ndo condicional de ¢;.

(b) Seja ¢y = ef — f com vAR (e;) = 2. Encontre a expressio para as

cinco primeiras autocorrelagdes de 7.

2. Usando a diferenga do log da taxa de cdmbio nominal R%/USYE didria,
identifique e estime o modelo que melhor se encaixa aos dados (tanto a
equagdo das médias como a equagéao da variancia). Considere os modelos
ARCH e GARCH.

3. Faca o solicitado ne exercicio anterior utilizando o indice lbovespa e
considere agora também modelos assimétricos TGARCH, EGARCIT e
PGARCH,

4. Seja o seguinte modelo BEKK bivariado:

Ibov; | m
Cambio; | | 2

+ { ) 1,5;~N(O,H)
€2
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oy oz | _ | cn 9 o O
T2 Uazg r21 22 1 O
f 2
| iy Ay €141 €1,1-1€21-1
2
i1 172 €21-1€1,1-1 €345
!
4 &1 K2 1101 T128- 4 St 812
81 g M210-1 22061 _821 g2

f12
£l

1
71

Transforme o modelo em um DBEKK {impondo diagonalidade as matri-

zes [a;;] € [gi;]) e estime-o usando dados didrios do log da diferenca das

s¢ries Ibovespa ¢ cimbio, de janeiro de 1999 a dezembro de 2006. Utilize

o soltware que preferir. Faca o grafico das varidncias e covariancia.

ARCH-M, EGARCH e TARCH.

. Comente as principais diferencas entre os modelos ARCH, GARCH,



Equacdes a Diferencas Estocasticas

Lsta seqdo revisa os modelos de equagdes a diferencas lineares. Aparentemente
restritivos em relacio a modelos nao-lineares, na verdade sao poderosos para
previsdo. A estratégla € comegar da maneira mais simples e, paulatinamente,
passar a modelos mais elaborados. Os modclos mais simples so importantes ao
prover a intuigdo para as elaboragtes posteriores. O objetivo da revisdo é resotver
as equagdes a diferengas como fungao dos termos que sao dados.

Uma equagdo a diferencas ¢ tal que y, depende do seu proprio passado,
VeevWr 2. 8e v = f (yra.y 2o Yiop). diz-se que a equagdo a diferencas
é de ordem p. Considere, entio, a seguinte equagio a diferencas de ordem 1:

Mi=Ho iy A ey

O termo g; é wimn terme aleatorio, ao qual se chama erro, que deve ter algumas
propriedades a serem discutidas mais tarde. Como o objetivo é encontrar a
solugao dessa equagao, é preciso caracterizar como é essa solucio. B o que a
definigio a seguir faz.

Definicho A1 Lhng solugio para wma equaciio a diferengas expressa o valor de
Y como wma fungdo dos elementos da segticucia {e,), do temipu | e das condigdes
iniciais de 1.
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Exemplo A1

Para ifustrar a definiciio mencionada, considerc a seghinte equacio a diferengas,
emgue € ~ N(0,1) é o ervo. Os possiveis valores de yy podem ser calculados a
partir da seguinte equagio:

Y= {,b 0,8]];_1 + ¢y,

ent que yy = 1.

Tabela A1 Valores de

¢y y‘f:U,B-i 0,8‘1/{_]+'€f

0,03 1,33
-0, 81 0,75
—1,49 -0,39
—0,08 0,10

1,14 1,73

1,22 3,11

0,09 3,08

1,46 4,42

1,23 5,27

0,65 5,37

Dadosyg = 1, it = 0,5, ¢ = 0,8 ca segtiéncia {e,} 12, pode-se reconstruir
toda a série, representada na Figira A1 a sequir.

&

5

Figura A1 Série yy dados yo, 11, ¢ 0 0 seqgriencia { ¢ }}El
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Substituicao Recursiva

Fsta seciio encontra a solugao geral da equagio anterior por substituigdo recursiva.
Essa solucdo tem de ser tal que dependa dos pardmetros que sao dados: f1,¢, ljo €
a seqizéncia {¢,}. Para isso, pode-se escrever a equagdo anterior como:

Yoot =t QY2+ €r-1
Substituindo esse resultado na equagdo anterior, obtém-se:

yr= gyt =y =pA TPy te) e
=+ Pp+ PPy 2+ €t Per,

Repetindo o procedimento { ~ 1) vezes:

i—1

[-1 . .
Y = JH Z(,l')j +fPf1j0+ Z(P;Er“!\ {A'”
j=0 j=0

Dados os valores dos pardmetros do modelo, pode-se encontrar a solugdo. Os
t s ‘o : ;
termos {Ef};'=1 sdo aleatérios e dados pela natureza, Como ninguém tem controle
sobre eles, importam apenas para definir os resultados numéricos do problema.

Algumas observaces emergem dessa ultima equagdo. Primeiro, ¢ facil en-
contrar o efeito da perturbagao €,_; sobre yy:

ay; _ ;
aE(_;' N (P '

A importancia desse fato refere-se a previsao. E muito comum querer estimar
o efeito de um choque aleatdrio sobre a varidvel de interesse. Em particular, quer-
se saber o efeito de um choque hoje daqui a j perfodos. No caso da equagao a
diferenca estocdstica de ordem 1, 0 efeito serd:

Wi+ -
- E—_—
ar’;‘; Qb '

Nota A.1 Observe que, se jip| < 1, entio o efeito de um choque hoje serd menor
quanto mais préximo de zero estiver ¢ e quanto maior for o valor de j. Entretanto,
se |¢| = 1, o choque serd permanente, refletindo-se totalmente no futuro, ndo
interessando o niimero de periodos & frente. Além disso, serd acumulado con os demais
chogues qute porventura tiverem ocorrido. Finalinente, se |@} > 1, os efeitos serdo
crescentes, tendendo @ explosio.



276

Ceanametria de Sévies Temporais

Definicdo A.2 Se || < 1, diz-se quc o sisteia é estivel ot convergerite. Se || > 1,

diz-se que o sistema é divergeiite ou explosivo.

A Tigura A.2 dd uma idéia do que acontece quando se desenha a fungdo

fUj} +- ¢/ para uma equagio a diferengas de primeira ordem. A interpretacio

que sc deve dar a f € a seguinte. O termo | é o horizonte de tempo de interesse

do econometrista para saber o efeito de um choque hoje. A figura ¢ capaz de

mostrar o efeito do choque em cada perfodo de tempo futuro para cada j, isto @,

a dindmica do choque ao longo do tempo.

A segunda observagio ¢ relacionada a hipélese de inexisténcia da condicao

inicial para yy. O que acontece se a condicdo inicial nio puder ser definida? Nesse

caso, podem-se iterar mais (i1 -+ 1) passos, para encontrar;

0.8

0.6

G4

0.2

X1}

t4m

Z ([:f’-e,._;.
j=0

4 [+ & 10 12 14 6 18 20

s \/\/\/\/\/\/\/\/\

Hfm
. f Phidl
Yoo gt Zﬁf”r ¢ L
0
- 1.2
08
1
04 \
0.0
0,4
T -0,8
S —— —1z bl
? 10 12 14 16 18 20 2
— ¢ n‘“
&
N ;
: - - - [ L -
? 10 12 14 15 138 2 2
-

4 6 8 10 2 14 15 1@ 20

— =1,

Figura A.2 Multiplicador diniinico ou fitngdo resposta ao fnipuiso: ¢ (j) = qﬁf.
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Ora, s¢ i -+ oo e se ¢ < |, entao:

e 1
fimal ) — L
i =0 e o,
; ; g 1 -
j=0
resultando no seguinie:
LN SN
yr = o ek L Peg. . (A-2)
b =

ssa é a solucdo do problema, independentemente do valor inicial, yy, bas-
tando, pols, dar o5 termos j e ¢ Além disso, € interessante ver aqui que o termao

i/ (1 - P)¢éaesperanga nio condicional de . 1sso pode ser visto simplesmente
E (¢} = 0,9t Outra observagio é

tomando a esperanga de y;, assumindo-se que
que a solugio ndo é dnica, pois

(A-3)

! o
i 0

também ¢ solucdo, dado a ¢ R. Para ver 1550, lembre-se de que y, = p-+@y )+
¢;, entdo ambos os fades da seguinte equagdo sdo identicos, conforme o leitor
podera verificar se desenvolver a dlgebra do Jado direito:

T

[s%)
I il . _ ! .
ag’ Ty S ) Pley ;o P fi'r,hr 2L 5 g ey |l cn
[ ) I I- erJ J|l 0

11— i

Logo, como compatibilizar as cquagoes (A-1) e (A-3)7 E preciso encontrar um

yy definido de tal forma que iguale ambas as equaghies. Tentativamente, considere

a seguinte definicao:

R
Yo = uq‘}"l = pr-“e-_‘__j;
bog i)

logo,
(=)

I ﬂi— Z{P'J: le “f-

Se iy ¢ dado, @ € totalmente determinado. E para ver se a definigdo esti
correta, & preciso substituir o valor encontrado na solugio geral e veriticar se a
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solugdo recursiva gera o mesmo resultado. Portanto, substituinde @ na equagio
{A-3), tem-se:

oo - 2 - zw”- P Y e —
1-¢ 5

’1 .
“daor o8 B, - Forve,
p
= ¢y +p (1 - L + Z‘PIEI j Z‘Pff—(;—r)
=i} Jr =f
= ¢'yo+ (Zofﬁf - th)’) + L:)fP‘Ef—; -y der;
A =

yr = f/o+HL¢’+L¢’€: 3

J==0 J=0

O resultado ¢ idéntico a solugiiu geral encontrada na equacéo {A-1). Conclu-
sdo: a solugdo de iy = o 1- Py _1 + €; ndo é Gnica. Porém, para encontrar a solugéo
mais geral, é preciso saber o valor de yp.

Umn caso interessante surge quando ¢ = 1. Sab essa condigéo, diz-se que ; é
integrado de ordem 1. Veja o porqué. Lembre-se de que: '

Ye= -k 1+ €.

Conseqientemente:

-1

yr=0-Dp+y+) e
j=0

Nota A.2 Observa-se que y; € resultado dv somatdrio dos residuos. Como isso lembra _
integracdo em cdlculo, dd-se o nome integrado de ordem 1. '

Solucao para Equacdes a Diferencas de Ordem 2

As idéias anteriores sdo interessantes para obter a intui¢do de equagdes a diferen-
¢as. O problema comeqa a ficar bem mais elaborado quando surge uma equagio
a diferengas de ordem maior do que 1, pois a complexidade algébrica torna
derivacdes como as anteriores impraticdveis. Nesse caso, podem-se encontrar ¢
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que se chama solugfio homogénea e solugtio particular de uma equacao a diferengas.
Encontradas essas selugdes, a solugao geral sera:

Solugdo geral = Solugdo homogénea + Solucdo particular.

Para expressar essas idéias intuitivamente, considere uma equagao a diferen-
cas de ordem 2 deterministica:

yr = H+ iyi-1 + P2li-2

A solugdo particular é muito simples e sucede quando se faz, particularmente,
Vi = yi-1 = Y1—2. Dessa forma:

v = 1—:—(’%7’,?471 +$ # L
em que o superindice p representa particular.
A solugio homogénea ¢ obtida quando se ignora j €, para cada defasagem de
i, associa-se uma constante multiplicada por uma das raizes caracteristicas! da
equagio a diferencas elevada a f. A combinacéo linear de cada uma das solugtes
homogéneas é também solugio do problema. [sto é, tentativamente considere a
seguinte solugdo para o problema:

yi’ = I?])L& +- ﬁzz:\.-fz,)tl # Az,

Com isso, a solucdo geral do problema é:

B
L—¢1— ¢

yi=y tyl = +mAL +aghh.

As constantes a, e a; serdo determinadas a partir das condictes iniciais. Para
ver que essa solugdo funciona, substitua em e =y + @111+ P12

A seguir, apresenta-se uma metodologia para obter a solugdo desse problema.
A abordagem serd informal, pois 0 objetivo entender as razdes que levam a obter
séries estaciondrias ou ndo estaciondrias. O problema é encontrar 0s As que resol-
vem a equacéo a diferenqas. Para isso, € preciso introduzir o operador defasagem.

' As raizes caracleristicas sao obtidas na seqiléncia.
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Cperador Defasagem

Uma série temporal € uma seqiiéncia de observacgiies Indexada por sua data:
b .. .

{imh = (e yp) Um operador de séries temporais transforma uma

série temporal em uma nova série. Ele toma como insumeo uma série, digamos,
el far]

{21}, o eatransforma emoutra, {4}, .. segundo uma regra.

Exemplo A.2

operade iplicagdo ¢ bent stiples. Ele toma a série inicial ¢ a multiplic
() operader nnudtiplicacdo ¢ bent stmples. Ele toma a série inicial ¢ a multiplica
por wha constante k, obtendo outra série multiplicada por k:

Y = kxy.

Em particular, o maior interesse deste trabalho é no operador defasagem
que desloca a série original no tempo. Assim, se y; = x; 4, iss0 significa que o
operador defasagem, L, foi aplicado a série original x:

L.‘t’f = Xi.1.

Note que:
L{Lxy) = Lxy_ = xy 2.

Paortanto, de [orma geral:
.LJ’.T; = X;_

i

Veja, a seguir, alguinas propriedades do operador defasagem:
1. Seja g C R uma constante, enldo Ly = j;

20 L{p+x) =t F -

3. Li{yxe) = Yo%

E muito interessante observar o seguinte exemplo de usoe do operador de-
fasagem:

Exemplo A.3

Seja ipy = 1 4+ Pyr_y + €. Pode-se reescrever essa equagio da seguinle formm
{1--¢L) Y= [t +er

Se |l < 1, a progressdo geométrica infinita vale para o operador defasagem,
isto é.
1

TogL - (TR P+
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Entdo, encontra-se

v = (—{'»_Jr% = (L gL e gPL2 1) (et

(14 L+ 2L+ S (1 gL+ @?L7 4+ e
. (1 4+t + );s ¥ (1+pr+¢;?£,2 +~-)e;

1

I}

: =
yr = -1—'I_ (P + Z(P‘ft"r_;'.

j=0
Isso foi exatamente o obtide com substituicdo recursion,

Dito isso, é preciso retomar o problema original. Ignorando y, pode-se usar o
operador defasagem para descrever ¥y = g1yt -+ 2,2 da seguinte forma:

('l — L= q’Jsz) w==0

O termo enire parénteses é usado para definir a equacio caracterfstica do

problema.

Definicao A.3 Sejn a equagio a diferencas definida por:
(1 L=l — - qr:pf,f’) i =0.

e 2 ; N ;
A potinomial {1 - gL —¢pl® - — ¢pLt }, quando igualada a zero, ¢ chamadn
equacdo caracteristic da equagdo a diferengas de ordent p.

Substituindo o operador defasagem pela incognita z:
2.
1 — ¢z -z =0

Uma forma analoga de ver a equagio anterior € dividir ambos o0s lados por
7% e definir A = %, para, entio, encontrar as raizes da seguinte equagaon:

AT — A — iy =0

Achando as raizes dessa equagdo, encontra-se a solugio do problema. Em
seguida, dacas duas condi¢des inicials, podem-se encontrar 0s termos a; €
a» da solucdo homogénea. Veja um exemplo bem simples para ter uma idéia

do procedimento.
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Exemplo A4
(Enders, 2004) Seja a segitinte equagdo a diferengas:

vt =09 1 -0.2y 2+ 3,
dados iy = 13 e yy = 11,3 O objefive é encontrar a solugio geral para essa
eipragio.
Primeivo, a solucdo particular:

3
9w - ]0
MET26,990,2
Para a sofucdo lomogénea, deve-se montar a equagdo do segundo grau:

AP—0,9A 40,2 =0 =
(A -0,5){A-0,4) = 0.

Entdo: Ay = 0,5¢ Ay = 0,4. Portanto, a sohicdo honiogénen é:
vl = ,0,5' + ay0,4'.
Para encontrar ay e ay, é preciso resolver o scguinte sistenia:

ay+ap+10=13
0,511 + 0,48, + 10 = 11, 3.

A solucifo do sistema é ay = 1 ¢ ay = 2. Portanto, a solugio geral é:
ye = 0,5 12 x0,4' + 10.

Note, no exemplo anterior, que as raizes poderiam ser obtidas utilizando a
formula de Baskara:

Pr VA

A= ;
2

A = ¢ + 4

Existem trés casos possiveis a partir deste momento. O primeiro € quando o
discriminante A > {J, como no exemplo anterior. Nessa condigio, ha duas raizes
reajs distintas, Ay = (¢ + VA)/2¢ Ay = (¢ — VA)/2, de modo que:

vl = @Al el
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Se A = 0, A = Ay = (/2. Nesse caso, surge uma homogenca dada por
t (g /2!, resullando na seguinte solugao™

.‘fir = (%l> 4+ ot (d; )

Se || < 2, ha convergéncia do sistema, jé que 0 (¢ /2)" domina f. O sentido
de “dominar” aqui quer dizer que, ainda que f esteja aumentando infinitamente,
a forca da redugao desse aumento quando multiplicado por (72}, |y} < 2, ¢
maior. Use wma planitha de cleulos para ver que 1950 acontece de fato.

Finalmente, existe um dltimo caso; quando A < 0, o resultado é um ndmero
complexo, da seguinte forma: Ay = (¢ + VA2 e Ay = (i — VB2,
Assim, a solugdo é dada por:

yi‘ = aR cos (f I 18},

As constantes & ¢ B sdo obtidas a pariir das duas condigbes inicials. Para
existir convergéncia, € preciso que jR] < 1, em que

Ll

®o—
v o2

P —

J'\’ — \/"r_(Eg’ H = Arces

Exemplo A5
(Tinders, 2004) Sejay: = 1,611 - 0.9y 2. Reescreon: (1 - 1,654 D,‘)I_.E) V=
0. £ preciso encontrar, pois, as rafzes de:

A2 LeN 10,9=10,

enique ) = 1,60y = - 0,9
¢ discrimfnante é calcufado por: A = (-—-1,6)2 —~ 4% 0,9 - —1,04 < 0.
Parn obler B, cndede:

R= /=gy /= (-0,9) =099

O dngudo ein radianos ¢ dado por:

iy
-as (#] = T I
cosl0) =55 T 250,549

{} = (], 568.

I\Jl

ISubstitna esse resultade para verificar que funciona. Nao ¢ objutive deste dexto discutir
completamente sulucio de equagnes a diferengas, porisso apenas moncionantos come seria o sulugio,

caso as raizes da ciynagap a diferengas dve grau 2 fossen igunis.
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Logo, a solugdin ¢é:
v = a (0,949 cos (B -F 0,568¢) .

A derivagio da solugdo anterior estd na proxima segio. Para entender a
solugdo que se apresenta nessa situagéo, € preciso relembrar alguns conceitos de
trigonometria usados para trabalhar com niimeros complexos.

Trigonometria

Suponha um circulo de raio unitdrio em que o eixo vertical é denotado porye o
eixo horizontal, por x. Defina um ponto (xg, ¥g) na circunferéncia desse circulo. O

angulo em radianos que esse ponto faz com o eixo horizontal é 8. Logo, pode-se
afirmar:

sen (68) = yo;
cos (8) = xp.

Figura A.3 Circulo initdrip.
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Admita um ponto (¥, ¥} no segmento de reta entre a origem € (xp, ). Defina
a distancia entre a origem e {x, y} como R. Entdo, por semethanga de triingulos:

/ iqzt:y:Rsen(O)

R 1
%: xTU:;—_>x:Rcos(H).

E f4cil ver que, pelo teorema de Pitdgoras:

R:\/;ﬁ+y2.

A Figura A.3 mostra graficamente o que foi verbalizado anteriormente.

Qualquer ponto no espaco (x, it} descrito como (R cos (), Rsen {0)) descreve
as coordenadas polares desse ponto em termos de R e f. Usam-se as mesmas
idéias para recordar as propriedades dos numeros complexos na proxima seqao.

Nameros Complexos

Definicdo A4 O mimere imagindrio, i, & tal que 2= -1

Exemplo A.6
Sex?= -1, entiox =ioux = —i,poisit = —1le ()= =-1
Definigio A.5 O uiinero complexo & sempre dado por x 4 yi, ent que X e i 550 reais.

Pode-se representd-lo em uma circunferéncia assumindo o eixo x como 0 de
niimeros reais e 0 eixo iy como o de nimeros imagindrios. O conjugado complexo
dexd yiéx—yi

Com isso, pade-se entender que 0 moédulo, R, de um nimero complexoe é

medido pela distancia da origem ao niimero, ou seja:

R =[x+ il = /(b yi) (- i) = \fx? - 202 = yE

Observe que cos{f} = x/R e que sen{f) = y/R. Portanto, o namero
complexo x + yi escrito em coordenadas polares é R {cos (8) + f sen ()]

Se essa circunferéncia tiver raio unitario, dentro dela estardo todos os com-
plexos de médulo menor que 1. Além disso, observe que, se y = 0, entéo volta-se
ao caso estudadoe anteriormente de nimeros reais.
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Agora, expanda por Taylor trés fungdes: sen (x), cos{x) e ¢*, em tornu
de xo =0

sen(0) x> cos (M x®  sen(0) v
200 T3t 41

sen{x) = sen (0} 4 cos (B)x —
oy

CRCIET

7
= X —

cos (0} x*  sen{0)¥®  cos(0)x*
R 2| S ..,_:’.%.,!\._......__ _l_ ._._.__....i_!._,_.._ _J’_ -

cos () = cos (0} --sen (G} x -
o4

2 3
R N LT
e =14 x 4 o b o+

Assim, a formula de De Moivre é escrita como:

(ig) N (igy® N (iey

M :
ev =1+1i6+ T 3 7
g ¢t . > @
S [ELTS ,  R

= cos (0} + isen{f).
Disso observe que:
(e + e""-ﬂ) . cos(8) - isen(#) + cos () — isen (6)
2 2
(¢ —e™™)  cos () + isen (8) — cos (6) + isen (6)
2i B 2i

=cos(8);

=sen{#).

Logo, pode-se exponenciar um numero complexo usando coordenadas
polares:
X +yi = R|cos (9} + isen (f)] = Re'! —

(x+yi)* = R¥e™ = R [cos (kB) Iisen (k6)].

Uma vez que se encontra A < 0, a solugdio é Ay ¢ Ay, tal que um é conjugado
do outro: Ay = (1 + iV —A)/2 ¢ Ay = (¢ — ivV/—A) /2. Entdo, verifica-se que*:

M=RePer, =Re

* Lembrando que sen (-f) = - sen (8] e que cos {—8} = cos ().
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Logo a solugao da homogénea é:
: 0\ -y
¥ =4 (Re’ ) +as (Re ‘ )

= R [a, (cos (t0) + i sen (t6)) + a3 (cos (18) — isen (t0))]

= R [(a) 4 a2) cos (18) -+ i (a1 — a2} sen (16)]

Como v} & um niimero real, é necessario que a e 7 sejam conjugados
complexos. Seja, pois, a; = {a/2) {cos (B) -+ i sen (f}]. Segue-se que:

ay +ap = % [cos (B) +isen(B)] + g [cos(B) — isen(B)] = xcos (B);
a0 — i = g[cos (B) + isen (B)] - % [cos (B) — isen (B)] = asen (B) i
Portanto?:

vl = aR' [cos () cos (10) — sen (B} sen {1B)} € R =
yl = aRlcos (B +18).

As constantes x e f sfo obtidas a partir das duas condigdes iniciais. Para
existir convergéncia, é preciso que |R| < 1. Lembrando que R = NEGENTS
em que x = ¢/2 ¢y = V—A/2, verifica-se, apds algumas manipulagdes

R = /.

O angulo 8 é escolhido para satisfazer:

algébricas que:

_X_ P _ ¢
cos () = R™75 = 0 = arccos (Zm)

Condi¢bes de Estabilidade

Enquanto o circulo unitario define as condigbes de estabilidade para todas as
raizes caracteristicas da polinomial que define a equagio a diferengas, para o caso
particular de uma equacao a diferengas de ordem 2 podem-se expressar essas
condigdes usando os proprios coeficientes da equagiio caracteristica.

* Lembrando que:
sen (AL B) = sen{AYcos (B) 1 sen (BYcos{A);

cos (A L B) = cos{A)cos (B) L sen{A)sen{A}.
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Se A > 0, é necessdrio que a maior raiz seja menor do que 1, e @ menor raiz
seja maior do que 1. Ou seja:

Y al=

PR Ay <2 =

91+ 4 < 4 -4y +e] =
(Pz < 1 - [P].
Analogamente,
R A
— — > 1=

2
24Py > \/¢$+4¢2=>

4 +4¢) + ¢ > 7 + Ay =

C[Jz<1+qf)].

No caso em que A = 0, & necessdrio que {¢1] < 2, isto &, -2 < ¢ < 2. O caso
3 requer estabilidade quando /—¢2 < 1== ¢ > 1.

Em resumo, diz-se que um sistema ¢ cstdvel quando suas raizes encontram-se
dentro do circulo unitarie (Enders, 2004) e, no caso de um sisterna de equagdes
a diferengas de ordem 2, dentro do tridngulo de estabilidade AOB, conforme
mosira a Figura A4,

Nota A.3 Note que, se fosse dada a solucdo do sistema 1 — ¢1z — ¢rz* = 0, a
condico de estabilidade requereria que as raizes z) ¢ zy estivessemt FORA do circulo
unitdrio (Hamilton, 1994) jd que z = 1/ A. '

A solugio de sistema de ordens superiores segue método andlogo, pois 2
soma de uma solugdo particular com a combinagao linear de cada uma das
solucdes homogéneas também é uma solugdo. Um sistema de ordem superior,
a propdsito, pode ser transformado em um sistema de equagdes a diferengas de
ordem 1.

Em primeiro lugar, note que uma equagdo a diferengas de ordem 2 pode ser
transformada em um sistema de ordem 1. Para isso, escreva:

Yo | P P2 || Ve | ] e
Vi 10 |} wa 0l

EY[ =d :Y;_ i =&
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o, =1-¢, b o=+,

Figura A4 Tridngulo de estabilidade.

Compactamente:
Y; = CDY; 1 T €.
Definicdo A.6 [Diz-se gue a equiacdo a diferencas estocidstica Yy = PY, - + €1, ent
¢ 4 i -1
que Yy éwmvetor n x Y, & éumamatrizn x neep ~ iid.(0,5) é um vetor n x 1de

varidveis alealdrias, € convergente se 0s autovalores de @ estiverent dentro do circulo
tnikdrio.

Os autovalores de uma matriz qualquer, A, sdo obtidos pela solugdo do
seguinte problema:
Axr = Ax,

ou, equivalentemente, do sistema:

zAY =X,
em que

A ez 580 escalares l'CC]'pI"()C()S um do outro e

X é um vetor nio trivial.

Assim, desenvolvendo a primeira equaciio, teme-se:

Axr = Ay =
(A~ Ay =0,

em que | é a matriz identidade.
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Como x é ndo trivial, para satisfazer a igualdade é preciso que (A — Al) ndo
tenha posto pleno. Isso quer dizer que o determinante dessa matriz tem de ser
igual a zero. Portanto, deve-ge ter:

_ ‘ P—A

0— gb1q§2_)10
10 0 A 1

= .._(q‘)l_){),}l—(f)z:)lz—gblﬁm(f)z.

Nota A.4 Veja que é uma equacdo idéntica ao do case univariado.

De modo equivalente, pode-se dizer que o sistema (I - ®L) Y, = e, se

as raizes caracteristicas do determinante da matriz (I — $L)* estiverem fora do
circulo unitario. Observe:

PN

=11z - oz*.

-1z —¢z
—Z 1

0=

Exemplo A.7

Considere a seguinte equagio a difererigas: yy = ¢iyr.1 + ¢ayi_3. Transfornie-a
et win sistema de equagdes a diferencas de ordem 1.

Wi ¢ O ¢ Yen

wa =11 0 0 yo | =

Yi-z ¢ 1 0 Yi-3
Y;ﬂq)Yf_.].

E importante ter a idéia de transformar um modelo em um sistema de
ordem 1 para facilitar o cdlculo da fungdio resposta ao impulso. Isso seria muito
complicado usando um modelo univariado de ordem p. Por exemplo, pode-se
escrever o choque hoje daqui a j periodos como:

Yy -
hale S N S
af:‘f

Basta substituir recursivamente para encontrar a solugdo apresentada.

s Essa forma representa a segunda possibilidade de calculo de autovalores.
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Simbolos Usados

AR

Bt
Z

H
MA
iid.
p{L)
g (z)
i (6)
[{d)

L,
Zi7

Zi

auto-regressivo

operador esperanca

conjunto de informagio até {

hipdtese nula

hipétese alternativa

operador variancia

operador covariancia

distribuic¢do normal

variancia

ruido branco

coeficiente da autocovaridncia de defasagem | no periodo !

coeficiente da autocorrelagio de defasagem j no periodo f

conjunto de nimeros reais

meédia

média mdvel

idéntica e independentemente distribuida

pelinomial de médias mdveis infinita

fungio geradora de autocovariancia

espectro populacional

série integrada de ordem d

matriz identidade de dimensio in

estatistica teste Dickey-Fuller sem constante e sem tendéncia
estatistica teste Dickey-Fuller com constante e sem tendéncia

estatistica teste Dickey-Fuller com constante e com tendéncia

estatistica
estatistica
tendéncia
estatistica
tendéncia
egtatistica
tendéncia
estatistica
tendéncia

teste Dickey-Fuller aumentado

teste Philips-Perron para a estatistica f sem constante e sem
teste Philips-Perron para a estatistica { com constante e sem
teste Philips-Perron para a estatistica { com constante e com

teste Philips-Perron para o coeficiente & sem constante e sem
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Zan estatistica teste Philips-Perron para o coeficiente & com constante ¢ sem
tendéncia

Zn,7 estatistica teste Philips-Perron para o coeficiente & com constante e com
tendéncia
varidincia de loengo prazo
iy estatistica teste KPS5 sem constante e sem tendéncia
iju estatistica teste KP’SS com constante e sem tendéncia
i estatistica teste KPSS com constante e com tendéncia
Mz, estatistica teste Ng-Perron para o coeficiente o
Mz, estatfstica teste Ng-Perron para a estafistica t
MSB estatistica teste Ng-Perron
MP%:LS estatistica teste Ng-Perron Point Optimal
AIC estatistica de Akaike
BIC estatistica de Schwarz
H(Q estatistica de Hannan-Quinn
FAC fungio de autocorrelacdo
FACP fungdo de autocorrelagao parcial
-» convergéncia em distribuigio
¥ vetor de pardmetros da estimagdo de médxima verossimilhanga
Q)1 matriz dé covariincia
MSE erro quadrético médio
MAE erro absoluto médio
MAPE erro absoluto percentual médio
g vetor de pardmetros no GMM
g (+) vetor de fungGes reais no GMM
w; vetor de varidveis aleatdrias no GMM
W matriz de pesos dos momentos no GMM
Gr jac{ibiano das condigSes de momento no GMM
5 varifincia de longo prazo dos momentos no GMM
4 convergéncia em probabilidade
I'; fungao de autocovarincia multivariada
RE ruido branco
VAR {p) vetor auto-regressivo de ordem p
L matriz de covariancia dos residuos no modelo VAR

vech operador que empilha as colunas de uma matriz uma sobre as outras



ATNES, Denisard C. O, BUENO, Rodrigo 13 7. 5. Short-run, long-run and cross elasticities
of gasoline demand in Brazil. Eiergy Peoomics, v 25, 10 2, pu [91-199, 2003,

ANDREWS, Donald W. K. Heteroskedasticity and autocorrelation consislent covariance
maliix estimation. Ceonometricn, v. 59, p. 817-858, 1991,

BAILLIE, Richard T; BOLLERSLEY, Tim. A multivariate peneralized ARCH approach to
modeling risk premia in forward foreign rate markets. Jowrnal of fntferiational Money
and Finenee, v. 9, p. 309324, 1990,

BALKE, Nathan; FOMBY, Thomas B. Large shocks, small shocks and economic {tuctu-
ations: oulliers in macroeconomic me series. fouwrnal of Applied Feonomedrics, v. 9,
. 181-200, 1994,

BERA, Anil K.; HIGGING, Matthew L. On ARCH models: properties, estimation and
lesting. In: OXLEY, Les of al. Swrveys in Eeonometrics. Oxford: Blackwell, 1995,

BEVERIDGE, Stephen; NELSON, Charles. A new appmach to decomposition of pconomic
time series into permanente and transitory companents with particular attention to
meastiremente of business cycle. forrual of Monetary Evonmnics, v. 7, p. 151-174, 1981

BLAKE, David. The estimation of ralional expectatios models: a survey. Jorernat of Eronomic
Studies, v. 18, n. 3, p. 31-70, 1991,

BLANCHARD, Olivier; KAHN, C. M, The solution of linear difference models under
rational expectations. Leomomefriva, v. 48, p. 1305-1311, 1980,



294 Economefria de Séries Teniporals

BLANCHARI, Olivier ].; QUAH, Danny. The dynamic effects of aggregate demand and
supply disturbances. Americant Econoniic Review, v. 79, n. 4, p. 655-673, 1989.

BOLLERSLEV, Tim. Generalized autoregressive conditional heteroscedasticity. Journal of
Econometrics , v. 31, . 3, p. 307-327, 1986.

. Modelling coherence in the short-run nominal exchange rates: a multivariate
generalized ARCH approach. Review of Econontics and Skatistics, v. 72, p. 498-505,
1990,

BOLLERSLEYV, Tim; CHOU, Ray Y.; KRONER, Kenneth F. ARCH modeling in finance.
Journat of Econametrics, v. 52, n. 1, p. 5-59, 1992,

BOLLERSLEV, Tim; ENGLE, Robert F; NELSON, Daniel B. "Arch Models”, ch. 49, In:
ENGLE, Robert F; MCFADDEN, Daniel L. Handbook of econtometrics. v. 4. Amsterdam:
Elsevier Science, 1994,

BOLLERSLEY, Tim; ENGLE Robert F; WOOLDRIDGE, Jeffrey M. A capital asset pricing
model with time varying covariances. Journal of Political Economy, v. 96, . 1, p. 116-
131, 1988.

BOX, George E.; JENKINS, Gwilyn M.; REINSEL, Gregory C. Time series analysis: forecas-
ting and control. 2. ed. Englewood Cliffs: Prentice Hall, 1994.

BROCKWELL, Peter; DAVIS, Richard A. Time scries: theory and methods. 2. ed. Nova York:
Springer-Verlag, 1991.

BUENO, Rodrigo D. L. 5. Seficées pare o manual de cconometria. Sao Paulo: Atlas, 2003,
. Ainda modelos GARCH. Economin Aplicada, v. 6, n. 2, p. 367-409, 2002.

CAMPBELL, John Y,; PERRON, Pierre. Pitfalls and opportunities: what macrocconomists
should know about unit roots. In: BLANCHARD, Qlivier ].; FISCHER, Stanley (eds).
NBER Mrcroeconomics Annual. The MIT Press, p. 141-201, 1991.

CLARIDA, Richard: GALI, Jordi; GERTLER, Mark. Monetary policy rules and macroeco-
nomic stability: evidence and some theory. Quarterly Journal of Economics, v. 115, n. 1,
p. 147-180, 2000.

COCHRANE, John H. Asset pricing. Revisado. Princeton: Princeton, 2005.

DICKEY, David A.; FULLER, Wayne A. Distribution of the estimators for autoregressive
time series with a unit root. fournal of the American Statistical Association, v. 74, n. 366,
p. 427-31, 1979.

s Likelthood ratio statistics for autoregressive time series with a unit root. Econo-
metrica, v. 49, n. 4, p. 1057-1073, 1981.

DICKEY, David A.; PANTULA, Sastry G. Determining the order of differencing in autore-
gressive processes. Journal of Business & Economic Statistics, v. 5, n. 4, p. 455-61, 1987.



Referdircins 295

DING, Zhuanxing GRANGER, Clive W, |.; ENGLE, Kobert F A long memory property of
stock market returns and a new model. fournal of Empirical Finance, v. 1, p. 83-106,
1993,

DOLADO, Juan ].; JENKINSON, Tim. Cointegration and unit roots. fourial of Econonic
Swrveys, v. 4, 0. 3, p. 249-73, 1990

DOORNIK, Jurgen A FTANSEN, Henrik. An omnibus test for univariate and multivariate
normality. Oxford: manuscript, 1994,

DUFQUR, [-M.; RENAULT, E. Short run and long run causality in time series: theory.,
Leopometvien, v. 18, po 343-386, 1998,

ELVIOT, Graham; ROTHEMBERCG, Thomas; STOCIK, James . Efficient tests for an aulo-
regressive unit root. Econometrion, v. 64, n. 4, p. 813-836, 1994,

ENDERS, Walter. Applied cconouetric tine scries. 2. ed. Nova York: Wiley, 2004,
ENGLE, Robert I Avioregressive conditional heteroscedasticity with cstimates of the

variance of United Kingdom inflation. Ecanometrica, v. 50, i 4, po 987-1007, 1982,

... Dynamic conditional correlation: a simple class of multivariate GARCH models.
Jowrnal of Business and Economic Stafistics, v. 20, n. 3, p. 339-15), 2002,

ENGLE, Robert F; GRANGER, C. W. |. Cointegration and error correction: representation,
estimation, and testing. Econometrica, v, 53, n. 2, p. 251-76, 1987,

ENGLE, Robert F; KRONER, Kenneth F Multivariate simultaneous generalized ARCHL
Econometric Theory, v. L1, p. 122-150, 1995,

ENCILE, Robert F; SHEPPARD, Kevin. Theoretical and empirical properties of dynamic
condifional correlation multivariate GARCH. Journal n_fﬁusfﬂess and Econtontic Stalis-
tics, v. 20, n. 3, p. 339-350, 2002.

ENGLE, Robert E; LILIEN, David M.; ROBINS, Russel I Estimating fime varying risk
premia in the term structure: the ARCH-M maodel. Eeonometrica, v. 55,1 2, 1, 391407,
1987,

EVIEWS 5 USER'S GUIDNE. QMS: [ivine, 200k

FAMA, Eugene F; FRENCEH, Kenneth R The capital asset pricing model: theory and
evidence, Journal of Economic Perspectives, v 18, i 3, p. 25-16, 2004,

FOX, AL | Outliers in time sevies. forrnal of Royal Statistical Suciefy, 0. 3, p. 350-363, 1972,
GALLANT, A. Ronald. Au fnfroduction ty economet sic theery. Princeton: Princeton, 1997

GLOSTEN, L. R; JAGANATIIAN, R.; RUNKLE, 3. G the relation between the expected
value and the volatility of the normal excess return on stocks, fuwrmal of Finanee, v. 48,
P 1779-1801, 1993,

(]OURIEROUX, Christian. ARCH wodels and financial applicativis, Nova York: Springer-
Vierlag, 1997 :



296 Frouomelrin de Sévies Terporais

HALL, Alaslair R. Generalized method of moments, Oxford: Oxford, 2005,
HAMILTON, James D. Tine series analysis. Princeton: Princeton, 1994,

HANSEN, Lars P Large sample properties of generalized method of momenls estimators,
Econometrica, v. 50, n. 4, p. 1024-1054, 1982,

TIANSEN, Lars P.: SARGENT, Thomas J. Formulating and estimating dynamic linear
rational expectations models. In: LUCAS Jr, Robert & SARGENT, Thomas J. (eds.).
Rational expectation and econmnetric practice. v. L Minneapolis: University of Minne-
sola, 1981,

HANSEN, Lars P; SINGLETON, Kenneth J. Stochastic consumption, risk aversion, and
the temporal behavior of assel returns. The fonrnal of Political Economy, v. 91, n. 2,
p. 249-265, 1983,

HARRIS, Richard 1. 1. Caintegration analysis in econometric modelling. Englewood Cliffs:
Prentice Hall, 1995,

HATANAKA, Michio. Time serics-based econometrics: wnit roots and eoinfegration, Nova York:
Oxford, 1996.

FIEGERUL2, Gustaf E. Specification tests for asymmelric GARCEL Paper néo publicade.
Department of Finance, Stockbolm School of Economics, Jan. /1997,

HEMTSCHEL, Ludger. Allin the family nesling symmetric and asymetric GARCIT models.
fowrnal Gf Financinl Econonics, v. 39, p. 71-104, 1995,

HEYNEN, Ronald C.; KAT, H. Volatility prediction: a comparison of the stochastic volali-
fity, GARCHI {1, 1}, and EGARCIH (1, 1} models. Journal of Derivatives, winter, p. 50-65,
1954,

ISSLER, Joac V.; PIQUEIRA, Natdlia S. Fstimating relative risk aversion, the discount rate,
and the intertemporal elasticity of substilution in consumplion for Brazil using three
types of utility funclion. Revista de Fronomefria, v. 20, 1. 2, 2002,

JOMANSEN, Seren. Statistical analysis of cointegration vectors. fournal of Economic Dyna-
nric and Condrof, v. 12, p. 231-254, 1988,

—___. Estimation and hypothesis lesting of cointegration vectors in gaussian vector

autoregressive models, Econonmetrica, v. 59, 1. 6, p. 1551-1580, 1991,

______ Cointegration in partiat systems and the elficiency of single-equalion analysis.
fournal of Econamelrics, v. 52, n. 3, p. 389-402, 1992,

. Liketihood-based inference i coimfegraied vector amtoregressive wodels. Oxford: Ox-
ford, 1995.

JOHNSTON, Jack; DINARIDQ, John. Feonometric methods. 4. ed. Nova York: MeGraw-Hill,
1997,

KIM, Chang-Jin; NELSON, Charles R. State-space wodels with regime switching. Cambridge:
MIT, 1999,



Referéncias 297

KWIATKOWSKI, Denis; PHILLIPS, Peter C. B, SCHMIDT, Peter; SHIN, Yongcheol. Tes-
ting the null hypothesis of stationary agains( the alternative of a unit root. Journal of
Feonometrics, v. 54, p. 159-178, 1992,

LEF, John H. H. A lagrange multiplier test for GARCH models. Fronontic Letfers, v 37,
p. 265-271, 1991,

LINTNER, John. The valuation and the selection of risky investments in stock portfolios
and capital budgets. The Rewview of Economtic and Stalistics, v. 47, p. 13-37, 1965.

LUMSDAINE, Robin L. Consistency and asymptotic normality of the quasi-maximum
likeliflood estimator in IGARCH(],1) and covariance stationary GARCTI(L1). Lco-
nometrica, v. 64, p. 561-573, 19%6.

LUTKEPOQIIL, Helmut. New introduction fo time serfes anplysis. Berlin Springer-Verlag,
2005.

LUTKEPOHL, Helmul; KRATZIG, Markus. Applicd time series ceonometrics. Cambridge:
Cambridge, 2004.

MACKINNGN, James G. Critical values for cointegration tests. In: ENGLE, R. F;
GRANGER, C. W. . Long-run economic relafionship: readings on cointegration.
Oxford: Oxtord, 1991,

.. Nomerical distribution functions for unit root and cointegration tests. fournal of
Applied Econowetrics, v. 11, p. 601-618, 1996.

MACKINNON, James G.; HAUG, Alfred A; MICHELIS, Leo. Numerical distribution
functions of likelihood ratio tests for cointegration. Journal of Applivd Econontetrics,
v. 14, p. 563-577, 1999,

MADDALA, G. S.; KIM, In-Maoo. LInif reats, cointegration, and stricliral change. Cambridge:
Cambridge, 1998.

MCCRORIE, 1. Roderick; CHAMBERS, Marcus ]. Granger causality and the sampling of
economic processes. fournal of Econowetrics, v. 131, p. 311-336, 2006

MINELLA, Andre; FREITAS, Paulo §.; GOLDFAIN, Nan; MUINEIOS, Marcele: K. Inflation
targeting in Brazil. BCB, Working Paper Serics 77, 2003.

NELSON, Daniel B. Conditional heteroscedasticity in asset returns. Eeonomnetrica, v. 59, n. 2,
p. 347-370, 1991.

NELSON, Danicl B.; CAQ, Charles Q. Inequality constraints in the univariate GARCH
model. fonrial of Business & Ecomnnic Stafistics, v. 10, n. 2, p. 229-235, 1 992,

NEWEY, Whitney; MCEADDEN, Daniel. Large sample estimation and hypothesis testing.
in: ENGLE, Robert F; MCFADDEN, Daniel. Handbook of Lconometrics, v. IV, Elsevier
Science B.V,, p. 2113-2245, 1994,

NEWEY, Whitney; WEST, Kenneth. Automatic lag selection in covariance matrix estima-
tion. Review of Economic Stiadies, v. 61, p. 631-653, 1994,



298 LCconometria de Séries Temporars
NG, Serena; PERRON, Pievre. Lag length selection and the coustruction of unit root tests
with good size and power. Econometrica, v. 69, n. 6, p. 1519-1554, 2001,

PATTERSON, Kerry. Ant introduction to applicd econometrics: a time series approach. Hound-
mills: MacMillan, 2000,

PERRON, Fierre. Lechitres notes: Econ 513. Princeton: Princeton Universily, 1990

. The great crash, the oil shock, and the unit root hypothesis. Econometrica, v. 57,
p. 1361-1401, 1989,

PERRON, Pierre; NG, Serena. Useful modifications to some unit root tests with dependent
errors and their local asymptotic properties. Review of Economic Studies, v. 63, p. 435-
463, 1996.

PHILLIPS, Peter; PERRON, Pierre. Testing for a unit root in time series regression. Biose-
frika, v. 75, n. 2, p. 335-346, 1988.

PRIESTLEY, Maurice B. Spectial analysis and tinte series. v. 1/2. London: Academic Press,
1981.

SAID, Said E.; DICKEY, David A. Testing for unit root in autoregressive-moving average
models of unknown order. Biometrica, v. 71, . 3, p. 599-607, 1984.

SARGENT, Thomas |. Macroeconoitic theory. 2. ed. San Diego: Academic Press, 1987,

SCHOENBERG, Ronald. Simuiation of bayesian posterior distributions of parameters of
constrained models. Paper ndo publicado. The University of Washington, Aug. 1997.

SCHWERT, G. W. Tests for unit roots: a Monte Carlo investigation. Jourial of Business and
Economic Statistics, v. 7, p. 147-159, 1989.

SHARPE, William E. Capital asset prices: a theory of market equilibrium under conditions
of risk. The Journal of Finance, v. 19, 1. 3, p. 425-442, 1964

SHEPPARD, Kevin. Generalized method of moments, ch. 4. Manuscrito inédito, disponivel
e hittp:/ / www.kevinsheppard.com/. Acessado em 2006.

SILVERMAN, B. W. Density estimation for statistics and data analysis. Londres: Chapman;
Hall, 1986.

SIMS, Christopher; STOCK, James; WATSON, Mark. Inference in linear time series models
with some unit roots. Econometrica, v. 58, p. 113-44, 1990.

SIMS, Christopher. Macrocconomics and realily. Econonietrica, v. 48, p. 1-49, 1980.

SPANOS, Aris. Statistical foundations of econometric miodelling. Cambridge: Cambridge, par-
tes 1 e II, 1986.

TAYLOR, 5. Modeling financial time serigs. Nova York: John Wiley & Sons, 1986,

TAYLOR, john B. Expectations, open markel operations, and the changes in the federal
s tunds rate. Federal Reserve Bank of Saint Louis, v. 83, n. 4, p. 33-58, 2001.



Referéncins 299

TSAY, Ruey S. Analysis of financial time series. 2. ed. Nova York: Wiley, 2005.

WHITE, Halbert. A heteroskedasticity consistent covariance estimator and a direct test for
heteroskedasticity. Econometrica, v. 48, n. 4, p. 817-838, 1980.

. Maximum likelihood estimation of misspecified models. Econemelrica, v. 50, n. 1,
p. 1-25, 1982.

WOOLDRIDGE, Jeffrey M. Introductory economelrics. Mason: Thomson South-Western,
2006.

ZAKOIAN, |. M. Threshold heteroskedastic models. fournal of Economic Dynamics and
Control, v. 18, p. 931-944, 1994,



Bases de dados ¢ eBooks « Colecoes Digitais
Publicacoes periddicas académicas * Livros impresos

LBases de Dados:

Academic OneFile
Bases de dados de periddicos eletrdnicos, multidiscipfinar e de perfil academico que apresenta grande
guantidade de artigos em texto completo. A interface é amigavel e oferece tradutor on-line,

Inferme Académico
Colegdo de peribdicos em lingua espanhola ern todas as areas do conhecimento e provenientes de diversas
revislas publicadas pelas mais renomadas instituigdes académicas da lberoamerica.

Buslness & Management Practices
Valorosa lerramenta para estudo dos conceitos, processos, métodos e estratégia em administracdo de
empresas.

Small Business Resource Center
Fonte informacao para projetar, iniciat e operar pequenas negocios. (Merece informacgao sobre administracio,
financiamento, marketing, recursos humanos, franguias, contabilidade e impostos.

Business and Company Resource Center
Oferece perfis de empresas, marcas e produtos, pregos das agles, relatdrios de investimento, estatisticas
industrias, noticias de indastria, artiges de revistas especializadas e analise de mercado.

LeBooks:
Personal Money Management and Entrepreneurship  Small Business Sourcebook
Economic Indigators Handbook Advanced Project Management eBook Bundle
Everyday Finance: Economics Encyclopedia of Business and Finance
World Econoimic Praspects Encyciopedia of Small Business
Encyclopedia of Management international Directory of Business Biographies

Encyclopedia of Small Business

LLivros impressos:

China and the Challenge of Economic Globalization  Worlthmark Encyclopedia of National Economies
Information Technology and Economic Development  Encyclupedia of Leadership

Everyday Finance: Economics Management and Service

Economic & Business Handbook 21st Century Management: A Reference Handbook
Personal Money Management and International Encyclopedia of Hospitality
Entrepreneurship Management

-~ Paramals informagbes: www.galecengage.com
L+ ougalebrasit@cengage.com






